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Aufgabe 6: Abgeschlossenheit Regulidrer Sprachen 4 Bonuspunkte

Sei Y ein Alphabet und seien aq, as, . ..a, € X. Sei L eine Sprache iiber X.
Die Operation F' ist auf Wortern wie folgt definiert.

. |m=n—1 fallsn > 0An gerade,
F(ajay...a,) = aras...apn wobei
m=mn sonst.

D.h. jeder zweite Buchstabe wird geldscht. Insbesondere gilt F'(e) = e.
Auf Sprachen ist F' wie folgt definiert.

F(L)={F(w)|w e L}.

Zeigen Sie, dass die reguldren Sprachen unter I’ abgeschlossen sind. Das heifit, wenn L
reguldr ist, dann ist auch F'(L) regulér.

.................................... Losungsskizze ......... .. ... i
Extrahiere induktive Definition von F': X* — 3*, die spater im Beweis niitzlich ist.

Fe)=¢
F(a1) =a;
F(ajaw) = a1 F(w)

Per Induktion iiber die Linge der Worter ist obige Definition dquivalent zu der urspriinglichen
Definition.

e ['(g) = e (sofort per Definition)
e F(a1) = ay (sofort per Definition)

e Seiw=oa3...ay,.
. Jm=n—-1 fallsn>0An gerade,
F(ajaow) = aqas...am wobei
m=n sonst.

1 a1 F(w)



Da L regular ist, existiert ein NEA B = (Q, X, A, qo, F), so dass L(B) = L. Wir konstruieren einen
NEA B' = (Q', ¥/, A, gy, F') wie folgt. Sei Q eine Zustandsmenge, so dass QN Q = 0, |Q| = |Q|
und f: Q — Q eine Bijektion.

Q=QUQ,Y =%,¢)=q,F =FU{f(q)|q€F}
und

(g,0,¢") € A = (q,a,¢) € Aund (¢,d',¢") € A (1)
(¢,a,f(d")) e A <= (q,a,¢') € A (2)

Es bleibt zu zeigen, dass £(B') = F(L). Wir zeigen beide Richtung der Inklusion getrennt.

Fall L(B') D {F(w) | w € L}: Zu zeigen ist Yw € L : F(w) € L(B'). Wir zeigen, dass fiir alle
q € Q und fiir alle w € ¥* gilt (¢,w,¢') € A* = (¢, F(w),¢") € A" und ¢ € F < ¢" € F.
Beweis per Induktion iiber die Lange von w.

. Es gilt (q,¢,9) € A*. Mit F(w) = ¢, ¥ N Q = F und (q,¢,q) € A’™* folgt

o Fall w = ¢
F(w),q) e A" undqge F < qe F.

(4,

e Fall w = a: Es gilt (¢,a,q) € A*. Das bedeutet, dass (q,a,q") € A. Also ist laut (2)
(¢:a,f(¢')) € A'und ¢ € F <= f(q') € F'.

e Fall w = ad'w’ € L: Es gilt (q,ad'w’,q’) € A*. Das bedeutet, dass (q,a,q") € A,
(¢",d',q") € Aund (¢, w,q") € A*. Mit (1) folgt (¢, a,q”) € A’. Laut I.V. folgt (¢, F(w),¢") €
A", sodass ¢ € F < ¢" € F' und damit (q,aF(w),q"") € A’™*, so dass ¢ € F <—
J" € F'. Also gilt (¢, F(ad'w),q"") € A", sodass ¢ € F — ¢" € F.

Mit gf, = qo folgt L(B') D F(L).

Fall £L(B') C {F(w) | w € L}: Zu zeigen ist Yw € L(B') : Jw’ € L : F(w') = w. Wir zeigen,
dass fiir alle ¢ € @ und fiir alle w € ¥* gilt (¢,w,q¢") € A = F' € ¥* : (¢,v',¢) € A*,
F(w)=wund ¢ € F <= ¢" € F'. Beweis per Induktion iiber die Lange von w.

e Fall F(w') = e: Es gilt (q,e,q) € A™. Mit w = ¢, F NQ = F und (q,¢,q) € A* folgt
Juw' € ¥*: (q,w',q) € A*und g € F < q€ F.

e Fall F(w') = a: Esgilt (¢,a,q") € A™ also (¢,a,q") € A’. Nach (1) und (2) gilt ¢ € Q oder
¢ ¢Q(d<q)
— ¢ € Q: Esfolgt (¢,a,q") € Aund (¢",d',q") € A. Folglich existiert ein Wort aa’ € ¥*,
so dass (q,ad’,q¢') € A*. Mit F’NQ = F folgt ¢ € F < ¢ € F.
-4 € Q: Es folgt (q,a,fjl( ’)) € A. Folglich existiert ein Wort a € X*, so dass
(g,a, () € A*. Mit f(q) e FFNQ = g€ Ffolgt f1({)eF < ¢ €F.

e Fall F(w') = ad'w": Es gilt (¢,aa’'w”,q’) € A™ also nach (1) und (2) (¢,a,q¢") € A’ und
(¢",d',q") € A mit ¢" € Q (dennesgilt =(3¢" € Q:Fd' e X :3¢" € Q' : (¢",d,¢") €
A")) und (¢"",w",q") € A™. Weiterhin gilt (q adw” q") € A™. Laut V. existiert w"” € ¥*,
so dass (¢",w"”,q") € A* mit F(w") =adw” und ¢"" € F < ¢ € F.

Mit g = qo folgt L(B') C F(L). O




