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Kapitel 1

Grundbegrifle

81 Modellbildungen in der Theoretischen Informatik

Kennzeichen der Theorie:

- vom Speziellen zum Allgemeinen
- Modellbildung zur Beantwortung allgemeiner Fragen

- Analyse und Synthese von Modellen

Frage: Was ist zur Syntaxbeschreibung von Programmiersprachen notwendig?
Modellbildung Sprachen:
Wir betrachten CHOMSKY-Sprachen und als Spezialfille

- reguldre Sprachen

- kontextfreie Sprachen

Wir werden zeigen: Regulire Sprachen werden von endlichen Automaten erkannt.

Kontextfreie Sprachen werden von Kellerautomaten erkannt.

Frage: Wie lassen sich parallele und kommunizierende Systeme beschreiben?

Modellbildung Prozesse und Prozesskalkiile:
- Operatoren fiir Parallelitdt und Kommunikation

Frage: Wie lassen sich zeitkritische Systeme beschreiben?

Modellbildung Realzeitautomaten:
- Erweiterung endlicher Automaten um Uhren

Frage: Was ist mit dem Computer berechenbar?
Modellbildung Computer:

- Turingmaschinen (1936)
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- Grammatiken (1959)

Wir werden zeigen: Diese Ansitze sind dquivalent. Es gibt nicht berechenbare Funktionen.
Beispiele nicht berechenbarer Funktionen werden explizit angegeben. Endliche Automaten

und Kellerautomaten kénnen als Spezialfille von Turingmaschinen aufgefasst werde.

Frage: Wieviel Zeit und Speicherplatz braucht eine Rechnung?
Modellbildung Komplexitét:

- ,schnelle“, d.h. polynomielle Algorithmen
- die Problemklassen P und NP

Offenes Problem: Ist P = NP ?
Themen der Vorlesung:

e Automatenmodelle
e Formale Sprachen und Grammatiken

Berechenbarkeit

Komplexitét

82 Logik, Mengen, Relationen und Funktionen

Im Folgenden sind die Notationen zusammengestellt, die wir hierzu in diesem Skript benutzen.

e In logischen Formeln benutzen wir die Junktoren — (Negation), A (Konjunktion), V (Dis-
junktion), = (Implikation) und < (Aquivalenz) sowie die Quantoren V (Allquantor) und

3 (Ezistenzquantor).

e Endliche Mengen kénnen durch Auflistung ihrer Elemente beschreiben werden, beispiels-
weise {a,b,c,d} oder {Kaffee, Tee, Zucker}. Als Spezialfall ergibt sich die leere Menge {},
die auch mit () bezeichnet wird. Ein wichtiges Beispiel einer unendlichen Menge ist die
Menge N der natiirlichen Zahlen: N = {0,1,2,3,...}.

x € X besagt, dass x Flement der Menge X ist, und x € X besagt, dass x nicht Element
der Menge X ist.
Es gilt das FExtensionalititsprinzip, d.h. zwei Mengen sind genau dann gleich, wenn sie

dieselben Elemente haben. Zum Beispiel gilt
{a,b,c,d} ={a,a,b,c,d,d}.

X CY besagt, dass X Teilmenge von Y ist, d.h. esgilt Vo € X : x € Y. Aus gegebenen
Mengen koénnen Teilmengen mit Hilfe von logischen Formeln ausgesondert werden. Zum
Beispiel beschreibt

M ={neN|nmod2=0}



die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen.

Fiir Mengen X,Y C Z gibt es die iiblichen mengentheoretischen Verkniipfungen

Vereinigung: XUY = {ze€Z|zeXVzeY}
Durchschnitt: XNY = {z€Z|zeXAzeY}
Differenz: X-Y = X\Y={z€Z|zeXANz¢gY}
Komplement: X = Z-X

Wir schreiben ferner XUY fiir die disjunkte Vereinigung von X und Y, d.h. um auszu-
driicken, dass zusitzlich X NY = () gilt.

| X| und card(X) bezeichnen die Kardinalitit oder Mdchtigkeit der Menge X . Fiir endliche
Mengen X ist | X| die Anzahl der Elemente von X. So ist |{ Kaffee, Tee, Zucker}| = 3.

P(Z) und 27 bezeichnen die Potenzmenge einer Menge Z, d.h. die Menge aller Teilmengen
von Z: P(Z) = {X | X C Z}. Es gilt insbesondere () € P(Z) und Z € P(Z).

X x Y bezeichnet das (kartesische) Produkt zweier Mengen X und Y, bestehend aus allen
Paaren, deren erste Komponente aus X und deren zweite Komponente aus Y stammt:
X xY ={(z,y) | z € X Ny € Y}. Allgemeiner bezeichnet X; x ... x X,, die Menge
aller n-Tupel, deren i-te Komponente aus X; fir ¢ € {1,...,n} stammt: X; x --- x X, =
{(z1,cc0yp) |1 € X1 Ao ANy € X}

Relationen sind spezielle Mengen. Eine (2-stellige oder bindre) Relation R zwischen zwei
Mengen X und Y ist eine Teilmenge des Produkts X x Y, also R C X xY. Fiir Elementbe-
ziehung (z,y) € R wird auch gerne die Infix-Notation xRy benutzt. Der Definitionsbereich

(engl. domain) von R wird durch
dom(R)={xe€e X |FyeY :(x,y) € R}
und der Bildbereich (engl. range) von R durch
ran(R)={yeY |Jze X :(z,y) € R}

festgelegt. FEine Relation R C X x Y heifit

linksseindeutig, falls V xj,29 € X,y €Y : (x1,y) € RA (22,y) € R = 21 = x2,
rechtseindeutig, falls Va € X,y1,y2 €Y : (x,11) € RA(x,y2) € R = y1 = ya,
linkstotal, falls X = dom(R),
rechtstotal, falls ran(R) =Y.
Mit idx wird die Identititsrelation auf X bezeichnet: idx = {(z,z) | x € X }. Die inverse
Relation oder Umkehrrelation von R C X xY ist R™! C Y x X, die wie folgt definiert ist:

Ve X,yeY:(z,y) e Re (y,z) € R}

Die Komposition oder Hintereinanderausfihrung o zweier Relationen R C X X Y und
S CY x Z sei wie folgt definiert: Fiir alle z € X und z € Z gilt

(x,z) € RoS < 3JyeY:(zr,y) € Rund (y,2) € S.
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Unter einer 2-stelligen Relation auf einer Menge X verstehen wir eine Relation R C X x X.
Eine solche Relation heifit
reflexiv, falls Vo e X:(x,x) € R,
oder in Relationenschreibweise: idx C R,
irreflexiv, falls —-3Jx € X :(r,z) € R,
oder in Relationenschreibweise: R Nidx = 0,
symmetrisch, falls Vz,ye X :(z,y) € R= (y,z) € R,
oder in Relationenschreibweise: R = R~ !,
antisymmetrisch, falls Vz,ye€ X :(z,y) € RA(y,z) € R=x =y,
oder in Relationenschreibweise: RN R~ Cidy,
transitiv, falls Vz,y,z€ X : (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R,

oder in Relationenschreibweise: Ro R C R.

R heift Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. (Merke die
Anfangsbuchstaben r-s-t dieser Eigenschaften.) Eine Aquivalenzrelation R auf X teilt die
Menge X in disjunkte Teilmengen auf, so dass in jeder dieser Teilmengen sémtliche jeweils
zueinander dquivalente Elemente aus X liegen. Fiir ein Element x € X bezeichne [z]g die

Aquivalenzklasse von z, d.h. die Menge

[z]r ={y € X | (z,y) € R}.

Ein Element einer Aquivalenzklasse heiit Reprdsentant dieser Klasse, weil aus ihm und R
die gesamte Klasse bestimmt werden kann. Dabei kann ein beliebiges Element der Klasse

zum Représentanten gewéhlt werden, denn es gilt
Ve,ye X : (x,y) € R< [z|r = [y]r

Unter dem Index von R wird die Kardinalitit der Menge aller Aquivalenzklassen von R

auf X verstanden. Notation:
Index(R) = |{ [z]g | = € X }|

Ist R aus dem Zusammenhang klar, so wird einfach [z] statt [x]r geschrieben.

Eine Aquivalenzrelation R auf X heifit Verfeinerung einer Aquivalenzrelation S auf X,
falls R C S gilt. Dann ist namlich jede Aquivalenzklasse von R Teilmenge einer Aquiva-

lenzklasse von S.

Die n-te Potenz von R C X x X ist induktiv definiert:
R'=idxy und  R""'=RoR"
Die transitive Hiille R und die reflexive, transitive Hiille R* von R sind wie folgt definiert:

Rf= |J R* und R =|JR"
neN\{0} neN



e Funktionen sind spezielle Relationen. Eine Relation f C X x Y heifit partielle Funktion
(oder partielle Abbildung) von X nach Y, falls f rechtseindeutig ist. Dieses wird durch die
Schreibweise f : X part y gekennzeichnet. Statt (z,y) € f wird dann f(x) = y geschrieben.
f heiBt (totale) Funktion von X nach Y, falls f zusitzlich linkstotal ist. Dieses wird durch

die Schreibweise f : X — Y gekennzeichnet.
Eine Funktion f: X — Y heif3t
injektiv, falls f linkseindeutig ist,
surjektiv, falls f rechtstotal ist,
bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.

FEine bijektive Funktion wird auch Bijektion genannt.

83 Alphabete, Worter und Sprachen

In dieser Vorlesung werden insbesondere formale Sprachen untersucht. Dazu verwenden wir

folgende Notationen.

e Alphabet = endl. Menge von Zeichen (Symbolen) = Zeichenvorrat
Wir benutzen A, B, X, T" als typische Namen fiir Alphabete und a,b als typische Namen

fiir Zeichen, also Elemente von Alphabeten.

e Wort iiber einem Alphabet ¥ = endliche Kette von Zeichen aus X. Insbesondere gibt es

das leere Wort e. Wir benutzen u, v, w als typische Namen fiir Worter.

Beispiel : Sei ¥ = {1,2,+}. Dann sind 1+ 2 und 2 + 1 Wérter iiber X.

>* = Menge aller Worter iiber . Es gilt ¥ C »*.
¥t = Menge aller nicht leeren Worter iiber ¥, d.h. ¥* = 3T U {e}.
|lu| = Lénge des Wortes u = Anzahl der in u vorkommenden Zeichen.

Insbesondere: |e] = 0.
Die Zeichen eines Wortes u der Linge n bezeichnen wir auch mit uy, ..., u,.

Die Verkettung (Konkatenation) zweier Worter u und v geschieht durch Hintereinander-

schreiben und wird mit « - v oder einfach uv bezeichnet.
Beispiel : Die Verkettung von 14 und 2 4 0 ergibt 1 + 2 + 0.

Ein Wort v heifit Teilwort eines Wortes w, falls Juq, us : w = ujvug gilt.
Ein Wort v heifit Anfangsteilwort (Prdfiz) eines Wortes w, falls Ju : w = vu gilt.
Ein Wort v heifit Endteilwort (Suffiz) eines Wortes w, falls Ju : w = uv gilt.

Es kann mehrere Vorkommen desselben Teilwortes in einem Wort w geben.
Beispiel : Im Wort w =1+ 1+ 1 gibt es zwei Vorkommen des Teilwortes 14+ und drei

Vorkommen des Teilwortes 1.

e Eine (formale) Sprache iiber einem Alphabet ¥ ist eine Teilmenge von ¥*. Wir benutzen

L als typischen Namen fiir Sprachen.
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Fiir Sprachen gibt es die iiblichen mengentheoretischen Verkniipfungen :

Ly ULy (Vereinigung)
LiN Ly (Durchschnitt)
Ly — Ly oder L1\Ly (Differenz)
L=y4%-1L (Komplement)

Ferner gibt es spezielle Operatoren auf Sprachen.

Die Verkettung (Konkatenation) von Wortern wird auf Sprachen Ly und Ly ausgedehnt:
Li-Ly={u-v|u€ L und v € Lo}.
Die n-te Potenz einer Sprache L ist induktiv definiert:
L={c}und L' =L.L"

Der (KLEENEsche) Sternoperator (auch KLEENE-Abschluss oder Iteration) einer Sprache
L ist
L* = U L" ={w;...wy | n € Nund wy,...,w, € L}.
neN

Es gilt stets € € L*.
Beispiel : Fir Lj = {1+,2+} und Ly = {1 +0,1 + 1} ist

Ly Ly ={1+1+4+0,1+1+1,2+140,241+1},
L3 ={141+,1+2+,2+1+,24 24},
Ly ={e,1+,2+,1+1+,1+2+,2+1+,2+ 24+, 1+ 1+ 1+, 1+ 1+ 2+,...}
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Kapitel 11

Endliche Automaten und regulire

Sprachen

In diesem Kapitel untersuchen wir ein sehr einfaches Modell von Maschinen: den endlichen

Automaten. Wir werden sehen, dass

e endliche Automaten in der Informatik vielseitig eingesetzt werden koénnen,

e die von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen viele Struktureigenschaften besitzen,

z.B. Darstellbarkeit durch regulire Ausdriicke,

e Fragen iiber die von endlichen Automaten durchgefithrten Berechnungen entscheidbar sind.

Ferner konnen endliche Automaten leicht realisiert werden als Tabellen in Programmen und als

Schaltungen (vgl. die Vorlesung , Technische Informatik I¢).

§1 Endliche Automaten

Wir wollen endliche Automaten zum Akzeptieren von Sprachen einsetzen. Wir kénnen uns einen
endlichen Automaten vorstellen als eine Maschine mit Endzusténden, die Zeichen auf einem
Band liest and dabei den Lesekopf nur nach rechts bewegen darf und keine neuen Symbole auf

das Band drucken kann.
Deshalb wird bei endlichen Automaten die Uberfithrungsfunktion meistens als Abbildung

0:Q x X — @ definiert, wobei Q die Zustandsmenge und . das Eingabealphabet des Automaten
sind. Ein solcher Automat wird angesetzt auf ein Wort w € ¥*, dessen Akzeptanz iiberpriift

werden soll.
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A U T O| M| A T

Skizze:

Leserichtung

q€Q
endl.

Fiir die graphische Darstellung und die Definition des Akzeptanzverhaltens von Automaten ist

aber die Darstellung von Automaten als sogenannte Transitionssysteme glinstiger.

1.1 Definition (deterministischer endl. Automat): Ein deterministischer endlicher Auto-
mat (Akzeptor), kurz DEA, ist eine Struktur

A = (E’ Q? 5’ QO)F) bZW' A = (E7Q7—>7q07F)

mit folgenden Eigenschaften:

1. 3 ist eine endliche Menge, das Fingabealphabet,

2. (@ ist eine endliche Menge von Zustdinden,

w

. 6:Q x X — Q ist die Uberfihrungsfunktion

bzw. — C Q) X ¥ x @ ist eine deterministische Transitionsrelation, d.h. es gilt

Vge@ VYaeX IJgenaueinq €Q:(qa,q¢)e—,

4. qo € Q ist der Anfangszustand,

5. F C @ ist die Menge der Endzustinde.

Die beiden Darstellungen von Automaten sind verkniipft durch :

6(g,a) = ¢ < (¢,a,q) e—

Die Elemente (g, a,¢') €— heiflen Transitionen . Wir schreiben meist ¢ — ¢’ statt (¢, a,q’) €—.

Fiir gegebenes a € ¥ fassen wir — auch als 2-stellige Relation — C @ x Q auf:
Vag.qd €Q:q=dq & (ga,d)€—

Ein DEA kann graphisch durch ein Zustandsdiagramm dargestellt werden. Das ist ein gerich-
teter Graph, der fiir jeden Zustand g des Automaten einen mit g beschrifteten Knoten enthélt
und fiir jede Transition ¢ — ¢’ eine gerichtete, beschriftete Kante. Der Anfangszustand g ist
durch einen hineingehenden Pfeil markiert. Endzustéinde ¢ sind durch einen zusétzlichen Kreis

gekennzeichnet.
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Beispiel : Betrachte A; = ({07 1}7 {q07 Q1}7 -, 40, {Q1}) mit

— = {(90,0,90), (90,1, ¢1), (q1,0,¢1), (¢1,1,q0) }-

Dann wird A; durch folgendes Zustandsdiagramm dargestellt:

1.2 Definition (Akzeptanz und Erreichbarkeit):
Sei A = (3,Q,—,q, F) bzw. A = (X,Q, 0, qo, F) ein DEA.

. . . oy . . a . .
1. Wir erweitern die Transitionsrelationen — von einzelnen Eingabesymbolen a € 3 auf

Woérter w € X* solcher Symbole und definieren die zugehérige Relationen = induktiv :

e ¢S ¢ gdw.q = ¢

oder in Relationenschreibweise: - 1dq
e ¢ % ¢ gdw.3¢"€Q:q5¢" und ¢" 5 ¢

a w
— 0 —

oder in Relationenschreibweise: <
Analog hierzu definieren wir die erweiterte Uberfithrungsfunktion ¢*
01 Q x X" — Q mit 6"(¢q,e) = ¢ und §*(q,aw) = 0% (0(q,a),w)
fiir alle ¢,¢' € Q, a € ¥ und w € ¥*. Es gilt:
/ w.

Mgw) =q¢ & q—q

2. Die von A akzeptierte (oder erkannte ) Sprache ist
LA) = {we¥* |Iqge F:q > q}bzw. L(A) = {we =*|5*(qo,w) € F}
Eine Sprache L heifit endlich akzeptierbar, falls es einen DEA A mit L = L(A) gibt.

3. Ein Zustand ¢ € Q heift in A erreichbar, falls Jw € I* : gy — q.

Beispiel : Fiir den Automaten des letzten Beispiels gilt:

L(A;) = {w € {0,1}* | w enthilt ungerade viele Symbole 1}.

Bemerkung : Fiir alle ay,...,a, € ¥ und ¢,¢ € Q gilt :

Al ...Gp 4

q — q & Elql,...,anQ:ngl qn,lﬂqn:q'.
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oder in Relationenschreibweise:

al-...-Qn ai an
- = —0-:+-0—
Die Kette ¢ 5 1 ... @n_1 =2 gy heiBt auch Transitionenfolge .

Beispiel (aus dem Bereich des Ubersetzerbaus): Ein Ubersetzer fiir eine Programmier-

sprache arbeitet in mehreren, zeitlich moglicherweise {iberlappenden Phasen:

e Lexikalische Analyse : In dieser Phase fasst der sogenannte Scanner den Eingabetext zu

einer Folge von Token zusammen, das sind Bezeichner, Schliisselworte und Begrenzer.

e Syntaxanalyse : Die erzeugte Tokenfolge ist Eingabe des sogenannten Parser, der entschei-

det, ob diese Folge ein syntaktisch korrektes Programm darstellt.

e Codeerzeugung : Die vom Parser erkannte Syntaxstruktur wird zur Erzeugung des Ma-

schinencodes benutzt.

e Optimierung : Durch meist lokales Verdndern des entstandenen Maschinencodes soll die

Laufzeit des iibersetzten Programms verbessert werden.

Die lexikalische Analyse ist eine einfache Aufgabe, die von endlichen Automaten bewéltigt wer-
den kann. Als Beispiel betrachten wir den tiblichen Aufbau von Bezeichnern (Identifikatoren) in

Programmiersprachen. Als Syntaxdiagramm finden sich etwa fiir MODULA

r letter ‘W
Ident— letter k -
digit ~—

g2l
g

Die so aufgebauten Identifikatoren kénnen durch folgenden endl. Automaten erkannt werden :
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Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die Kanten im Zustandsdiagramm mit mehreren Sym-
bolen beschriftet.

Beispiel (aus dem Bereich der Betriebssysteme): Wird im Multiprogramming-Betrieb
von mehreren Programmen auf eine gemeinsame Ressource zugegriffen, so miissen diese Zugriffe
synchronisiert werden, damit keine fehlerhaften Resultate entstehen. Als Beispiel betrachten wir
zwei Programme P; und P;, die auf einen gemeinsamen Drucker zugreifen. P; und P, sind so zu
synchronisieren, dass sie nicht gleichzeitig Daten zum Drucker schicken. Wir konstruieren einen

endlichen Automaten, der die Druckerbenutzung von P; und P; iiberwacht.

e P meldet dem Automaten Beginn und Ende einer Druckerbenutzung durch die Symbole

b1 und e;

e P, verhalt sich entsprechend durch by und es.

Zu jedem Zeitpunkt ist das Verhalten von P} und P; beziiglich des Druckers durch ein endliches
Wort

w € {b1,e1,b2,e2}”

gegeben. Der Automat soll ein solches Wort w akzeptieren, falls

e jedes P; einzeln betrachtet den Drucker korrekt benutzt, d.h. die Symbole b; und e;, alter-

nierend in w vorkommen, beginnend mit b;, ¢« = 1, 2.

e P und P, den Drucker nicht gleichzeitig benutzen, d.h. es gibt in w weder ein Teilwort
blbg noch bgbl.

7Z.B. soll w; = bjejbses akzeptiert werden, nicht aber wo = bibsejes. Folgender endlicher

Automat leistet das Gewiinschte :
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€1

b1,b2, €2

b17b2761,62

Nichtdeterminismus

In vielen Anwendungen konnen endliche Automaten vereinfacht werden, wenn Nichtdeterminis-
mus zugelassen wird, d.h. wir betrachten dann eine beliebige Relation

—-CRXXXQ

als Transitionsrelation. Es darf dann vorkommen, dass es fiir gewisse ¢ € Q,a € X mehrere

Nachfolgezustéinde qi, .. ., ¢, gibt, so dass (in graphischer Darstellung )

gilt. Der Automat geht dann beim Akzeptieren von a nichtdeterministisch in einen der Folge-
zustéande qi, ..., ¢, von ¢ iiber. Ein Spezialfall ist n = 0; dann gibt es zu ¢ € Q und a € %
keinen Nachfolgezustand ¢’ mit ¢ — ¢’. Anschaulich stoppt der Automat dann und weigert sich,

das Symbol a zu akzeptieren. Diese Bemerkungen fithren zu folgender Definition.

1.3 Definition : Ein nichtdeterministischer endl. Automat (oder Akzeptor), kurz NEA, ist eine
Struktur

B = (25Q7_>7q05F)7

wobei X, @), go und F' wie bei den DEAs definiert werden und fiir — gilt:

—-C R XXxXAQ.

Transitionen werden wie bei DEAs geschrieben (¢ — ¢') und auf Wérter erweitert (¢ — ¢').
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Die graphische Darstellung durch Zustandsdiagramme bleibt unveréndert.

1.4 Definition (Akzeptanz und Aquivalenz):

(i) Die von einem NEA B = (X,Q,—,qo, F') akzeptierte ( oder erkannte) Sprache ist
LB) = {weX* |IqeF:q > q).
Mit NEA bezeichnen wir die Klasse der von NEAs akzeptierten Sprachen.

(ii) Zwei NEAs By und By heilen dquivalent, falls L(By) = L(B2) gilt.

Anschaulich akzeptiert ein NEA ein Wort w, falls er beim Lesen von w eine Transitionsfolge
durchlaufen kann, die in einem Endzustend endet. Andere Transitionsfolgen diirfen durchaus in

Nicht-Endzustéinden enden; es geniigt die Existenz einer akzeptierten Transitionsfolge.

DEAs sind offensichtlich ein Spezialfall von NEAs. Somit ist auch die Aquivalenz zwischen

beliebigen endlichen Automaten definiert.

Beispiel (Suffix-Erkennung): Gegeben sei ein Alphabet 3 und ein Wort v = a;...a, € ¥*

mit q; € ¥ furi = 1,...,n.

Wir wollen die Sprache
L, = {wv|weX}

aller Worter iiber ¥ mit dem Suffix v erkennen.

Dazu betrachten wir den NEA

B’U = (Ea {q07 v ’qn}a —, 40, {QH})a

wobei — durch folgendes Zustandsdiagramm B, erklart ist:

a€y

(@)@ e ()

B, ist im Anfangszustand go nichtdeterministisch: Beim Lesen eines Wortes kann sich B, bei

jedem Vorkommen von a; entscheiden, ab jetzt das Endwort v zu akzeptieren zu versuchen.
Dazu geht B, nach ¢ iiber und erwartet jetzt as ... a, als Restwort. Sollte dieses nicht der Fall

sein, so stoppt B, fiir irgendein ¢ € {1,...,n} und a # a;.
Es stellt sich die Frage: Akzeptieren NEAs mehr Sprachen als DEAs ?
Die Antwort lautet ,,nein®.

1.5 Satz (RABIN UND ScOTT, 1959): Zu jedem NEA gibt es einen dquivalenten DEA.
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Beweis : Gegeben sei ein NEA B = (X, Q, —, qo, F'). Wir fiithren einen DEA A mit L(A) = L(B)

durch folgende Potenzmengen-Konstruktion ein:
A = (5,P(Q), —a, {a}, Fa),
wobei fiir 5,5’ C Q und a € X gilt:
S—=48gdw s ={d€Q|3qeS:q=q},
Die Endzustandsmenge sei Fqy = {SC Q | SNF # 0}.

A hat also fiir jede Teilmenge S der Zustandsmenge () von B einen eigenen Zustand, den wir
mit S selbst bezeichnen. Es gilt S —4 S’ gdw S’ die Menge aller Folgezustinde ist, die durch
a-Transitionen des nichtdet. Automaten B von Zustidnden aus S erreicht werden konnen. Ver-

anschaulichung:

° a ‘~o
S x~. S liefert S % 4 S

I
O C

Man sieht, dass — 4 deterministisch ist, also

VSCQ VaeX 3 genauein S CQ:8 545

Ferner gilt fiir alle ¢,¢' € Q, S,5" C Q,a € X:

(i) Wenn ¢ % ¢/ und g € S,
dann 38 CQ: S48 undg €9’

(i) Wenn S %4 S’ und ¢’ € ',
dann 3¢geQ: ¢3¢ und g€ S.

Damit kénnen wir leicht zeigen, dass L(A) = L(B) gilt. Sei w = ay...a, € ¥* mit a; € X fiir
i = 1,...,n. Dann gilt:
weLB)e FqgeF: q=gq
S dg,...,qn €Q
Q> q. . Gno1 3 gy mit g, € F

< {,=“ wegen (i) und ,<*“ wegen (ii)}
351,...,5,.CQ:
{go} 2481 ... Sp_1 =4S, mit S,NF #0
IS eFy:{q} =48
w € L(A).

Tt o
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Beispiel : Wir betrachten die Suffix-Erkennung von 01 in Wortern {iber dem Alphabet ¥ =
{0,1,2}. Nach dem vorangegangenen Beispiel wird die Sprache Ly; = {w01 | w € ¥*} von dem
NEA By mit

erkannt. Wir wenden jetzt auf By; die Potenzmengen-Konstruktion aus dem Satz von RABIN
UND ScOTT an. Das Ergebnis ist der folgende DEA Ag;:

Die umkasteten Teile O sind vom Anfangszustand {qo} von Ag; unerreichbar. Ay; kann deshalb

zu folgendem dquivalenten DEA vereinfacht werden:
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1,2

O 1,2
0 1
- T@
0

Dieser DEA lisst sich in seiner Zustandszahl nicht weiter minimieren. Es gibt Beispiele, wo der

im Beweis des Satzes von RABIN UND SCOTT angegebene DEA nicht weiter vereinfacht werden
kann, d.h. wenn der gegebene NEA n Zusténde besitzt, so benotigt der DEA im schlechtesten
Fall tatséchlich 2™ Zusténde.

Spontane Ubergiinge

Noch bequemer lassen sich Automaten angeben, wenn neben Nichtdeterminismus auch e-Uber-
génge zugelassen werden, das sind Ubergiinge, die ein Automat selbstéindig (“spontan”) macht,

ohne dass ein Buchstabe des Eingabewortes gelesen wird.

1.6 Definition : Ein nichtdet. endl. Automat (Akzeptor) mit - Ubergingen, kurz e-NEA, ist eine
Struktur
B = (Ea Q7_>7q07F)7

wobei X, , g0 und F' wie bei NEAs bzw. DEAs definiert sind und wobei fiir die Transitionsre-
lation — gilt:

— CRx(ZU{e}) xQ.

Transitionen ¢ — ¢ heiBen e-Uberginge oder e-Transitionen und werden in den Zustandsdia-

grammen entsprechend dargestellt:

Um das Akzeptanz-Verhalten von e-NEAs zu definieren, bendtigen wir eine erweiterte Transiti-

onsrelation ¢ = ¢'. Dazu machen wir zwei terminologische Vorbemerkungen.
e Fiir jedes o € ¥ U {e} fassen wir = als 2-stellige Relation iiber @ auf, also = C Q x @ ,

Vaq,qd €Qgilt: ¢ ¢ & (¢,a,q) € —.

Wir benutzen hier die iibliche Infix-Notation fiir 2-stellige Relationen, also ¢ — ¢ statt

(¢,¢) € 5. Wir nennen % die a-Transitionsrelation.

e Damit kénnen wir die Komposition o fiir solche Transitionsrelationen benutzen. Fiir alle

a,feXU{e} ist %05 folgendermaflen definiert : ¢, ¢’ € Q gilt

q&oiq'@Elq”EQ:ng”undq”ﬂq’.
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1.7 Definition : Sei B = (3, Q, —, qo, F') ein e-NEA. Dann wird induktiv fiir jedes Wort w € ¥*
eine 2-stellige Relation = C Q x Q definiert:

e ¢=>¢ fallsIn>0: g>o0---05(
n-mal

e ¢ ¥ fallsg=>0 Lo E ¢

Dabei gelte ¢, ¢ € Q, a € ¥ und w € X*.

Bemerkung : Fiir alle ¢,¢' € Q und aq,...,a, € X gilt:

/

(i) ¢ = g, aber aus q = ¢ folgt nicht ¢ = ¢'.

(i)

ai...an € a € € g
Q ="'¢ & g=>o0—>0=.--.0=>0>30=(q
o P ooy

(iii) Es ist entscheidbar, ob fiir gegebene Zustinde ¢, ¢ € Q die Relation ¢ = ¢ gilt.

Beweis : (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Definition.

,»(1i)“: Sei k die Anzahl der Zustéinde in Q. Dann gilt:

¢=>¢deIn<k—1: ¢gSo0---05¢.

n-mal

Wenn néimlich mindestens k& Transitionen — hintereinander ausgefiihrt werden, dann wiederho-
len sich Zusténde im Pfad von ¢ nach ¢’. Um also alle von ¢ durch e-Transitionen erreichbaren
Zustinde zu bestimmen, geniigt es, die endlich vielen Folgen mit maximal k — 1 Transitionen —

zu iiberpriifen. Daraus ergibt sich die Entscheidbarkeit von g = ¢'. O
1.8 Definition (Akzeptanz): Sei B = (X,Q, —, qo, F') ein e-NEA.
(i) Die von B akzeptierte (oder erkannte) Sprache ist
LB) = {weX* |IqgeF:q=q).
(ii) Zwei e-NEAs By und Bs heiflen dquivalent, falls L(B1) = L(Ba) gilt.

Offensichtlich sind NEAs ein Spezialfall von e-NEAs. Daher ist Aquivalenz auch zwischen NEAs
und e-NEAs definiert.

Beispiel : Zum Eingabealphabet ¥ = {0, 1,2} betrachten wir den durch folgendes Zustands-
diagramm gegebenen e-NEA B:
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Dann gilt:
L(B) {we{0,1,2}" | Ik, Iim>0:w 0...01...12...2}
k-mal [-mal m-mal

1.9 Satz : Zu jedem e-NEA gibt es einen dquivalenten NEA.
Beweis : Gegeben sei ein e-NEA B = (X,Q, —, qo, F).

Wir konstruieren folgenden NEA A = (X,Q, — 4, qo, F.4), wobei fiir ¢,¢' € Q und a € X gilt:

o ¢ —S4q gdwqg=¢ inB, also =0 -50=¢ inB

e gcFugdwigd eF: q=>¢

Nach Definition ist A ein NEA ohne e-Ubergiinge mit F' C F 4. Es bleibt zu zeigen: L(A) = L(B).
Seiw = a1...an, € X*mitn>0und a; € X fiir¢ = 1,...,n. Dann gilt:

’wEL(A)@ dge Fy: q0—1>UAq

dgqe Fy: qo—a>1Ao---o—a>7£4q
JgEF: qg2o0---0B8yg
,="“: Wihle ¢’ mit ¢ = ¢
,<=“ Wihle ¢ = ¢.}

3¢ eF: g2o0...02¢
s d¢deF: ¢3¢

& we L(B)

t o3

Im Spezialfall w = ¢ verkiirzt sich das obige Argument wie folgt:

e€eL(A)e q € Fq
& JgeF: qg=¢q
< e€ L(B)

Bemerkungen :
(i) Im Beweis hétte man F4 auch so definieren konnen:

FU{q)} falls 3qgeF: q=q
Fyq =
F sonst

Vgl. dazu den Beweis in HOPCROFT & ULLMAN.
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(ii) Die obige Konstruktion des NEAs A aus dem gegebenen e-NEA B ist algorithmisch
durchfiihrbar, weil die Relation ¢ = ¢ entscheidbar ist:

Vgl. dazu die vorangegangene Bemerkung.

(iii) Falls es e-Zyklen im e-NEA B gibt, kann die Zustandsmenge des NEAs A durch eine
vorgeschaltete Kontraktion der e-Zyklen verkleinert werden; jeder e-Zyklus kann auf einen

Zustand zusammengezogen werden.

Beispiel : Wir wenden die im Beweis vorgestellte Konstruktion auf den e-NEA B des vorange-

gangenen Beispiels an. Das Ergebnis ist der folgende NEA A:
0 1 2

Uooyoy
0,11,2

Es ist leicht nachzupriifen, dass tatséchlich L(A) = L(B) gilt.

Wir haben also folgendes Endergebnis:
DEA = NEA = &-NEA,

d.h. die Klassen der von DEAs, NEAs und e-NEAs akzeptierbaren Sprachen stimmen iiberein,
es handelt sich um die Klasse der endlich akzeptierten Sprachen. Wenn wir Eigenschaften dieser
Klasse zeigen wollen, kénnen wir den Automatentyp wihlen, der fiir den jeweiligen Beweis am

bequemsten ist.

§2 Abschlusseigenschaften

Wir untersuchen jetzt, unter welchen Operationen die Klasse der endlich akzeptierbaren Spra-
chen abgeschlossen ist. Dazu betrachten wir die Mengenoperationen Vereinigung, Durchschnitt,
Komplement, Differenz sowie die in Kapitel I eingefithrten Sprachoperationen Konkatenation
und Iteration (KLEENEscher Sternoperator).

2.1 Satz : Die Klasse der endl. akzeptierbaren Sprachen ist abgeschlossen unter den Operationen

1. Vereinigung,
2. Komplement,
3. Durchschnitt,

4. Differenz,
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5. Konkatenation,

6. Iteration.

Beweis : Seien L1, Ly C X* endlich akzeptierbar. Dann gibt es DEAs A; = (X, Qi, —i, qoi, Fi)
mit L; = L(Ai), 1=1,2,und Q1NQ2 = 0. Wir zeigen, dass L ULQ,E,L]_ ﬂLg,Ll\LQ, Li-Lo
und L} endl. akzeptierbar sind. Fiir L1 U Lg, L1 - Ly und L} werden wir akzeptiertende e-NEAs

angeben. Dieses erleichtert die Aufgabe sehr.

1. L1 ULy: Konstruiere den e-NEA B = (X, {qo} UQ1UQ2, —, qo, F1 U F») wobei qp ¢ Q1 UQ2
und
— = {(q0,€,901), (90,8, G02) } U —1 U —2
gilt. Anschaulich sieht B so aus:

TR
DR

Es ist klar, dass L(B) = L1 U Ly gilt.

@
/
T

2. Lp: Betrachte den DEA A = (2, Q1, —1, qo1, @1\ F1). Dann gilt fiir alle w € $*:

w € L(A) & FqgeQi\F1: g1 —1q
{—1 determ.}

< -3qg€F: qn—19
= w%L(/h)
<~ w¢L1

Also gilt L(A) = L.

3. LiNLsy: Klar, da L1 N Ly = EUE gilt.
4. Ll\LQZ Klar, da Ll\Lg =14 ﬂfQ gilt.
5. L - Lo: Konstruiere den e-NEA B = (3, Q1 U Q2, —, qo1, F>) mit

— =1 U{(Q?£7Q02)|qEFI)}U—>2‘

Anschaulich sieht B so aus:




23

Es ist leicht zu zeigen, dass L(B) = L; - L gilt.

6. Li: Fir die Iteration konstruieren wir den e-NEA
B = (27 {QO} U le —, 40, {qO})a wobei qo ¢ Ql und

— = {(q0,6,q01)} U —1 U{(q,6,q) | ¢ € F1}

gilt. Anschaulich sieht B so aus:

Wieder ist leicht zu zeigen, dass L(B) = L7 gilt.
Damit ist alles gezeigt. O

Bemerkung : Fiir die Vereinigung und den Durchschnitt gibt es auch eine interessante di-
rekte Konstruktion von akzeptierenden DEAs. Seien A4; und A, wie im obigen Beweis. Dann
betrachten wir auf dem kartesischen Produkt Q = @1 x Q2 der Zustandsmengen folgende Tran-

sitionsrelation — C @ X ¥ x Q:
fiir alle ¢1,¢} € Q1 und g2, ¢, € Q2 und a € ¥ gilt

(q1,92) e (QLQQ) gdw ¢1 1 qll und g2 =9 QQ-
Die Relation — modelliert das synchrone parallele Fortschreiten der Einzelautomaten A4; und

As beim Einlesen des Symbols a.

Betrachte man die DEAs
Au = (2,Q, —, (qo01,902), FUL),
An = (3,Q,—,(qo01,902), Fn)
mit
Fu={(q1,92) € Q| q1 € F1 oder ¢2 € F>},
Frn={(q1,42) € Q| q1 € F1 und g2 € F>}.
Dann gilt L(Ay) = L1 U Le und L(An) = L1 N Lo.

Beweis : Wir zeigen die Aussage fiir An. Fiir beliebiges w € ¥* gilt:

w € L(An) < 3 (q1,42) € Fr : (qo1,902) — (q1,02)
©3Iq €, e qn =1 q und g2 2 g2
< w € L(A1) und w € L(Ay)
Swe LNl
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83 Regulire Ausdriicke

Mit Hilfe regularer Ausdriicke konnen wir induktiv genau die endlich akzeptierbaren Sprachen

beschreiben. Dazu betrachten wir ein vorgegebenes Alphabet 3.

3.1 Definition (regulidre Ausdriicke und Sprachen):

1. Die Syntax der reguldren Ausdriicke iber 3 ist wie folgt gegeben:

e () und ¢ sind regulire Ausdriicke iiber X.
e Fiir jedes a € ¥ ist a ein reguldrer Ausdruck iiber .
e Wenn re, req, res regulire Ausdriicke iiber 3 sind, so auch

(rei +rea), (rey - reg), re*.

2. Die Semantik eines requliren Ausdrucks re iber ¥ ist die Sprache L(re) C ¥*, die induktiv

wie folgt definiert ist:

L@®) =0
(€) =
o L(a)= {a}furan
L((re; +reay)) = L(re1) U L(rez)
((rej -reg)) = L(rey) - L(res)
L(re*) = L(re)”

3. Eine Sprache L C ¥* heifit reguldr, falls es einen reguldren Ausdruck re iiber X gibt mit
L = L(re).

L

Zur Klammereinsparung bei reguldren Ausdriicken vereinbaren wir:
* bindet starker als - und - bindet stérker als +.

AuBlerdem lassen wir auflenstehende Klammern weg und nutzen die Assoziativitdt von - und +
aus. Der Konkatenationspunkt - wird oft weggelassen.
Beispiel : Wir geben regulidre Ausdriicke zur Beschreibung einiger zuvor betrachteter Sprachen
an.
1. Die fiir die lexikalische Analyse betrachtete Sprache der Identifikatoren wird durch den
reguldren Ausdruck

rer=(a+...+Z)a+...+Z+0+...+9)"

beschrieben.
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2. Die zur Synchronisation zweier Programme bei der Benutzung eines gemeinsamen Druckers

benutzte Sprache iiber {b, e1, ba, e2} wird durch den regulidren Ausdruck

reg = (b1€1 + b2€2)*(6 + b1 + 52)

beschrieben.

3. Sei ¥ ={a1,... an,b1,...,by} und v = a; ...a,. Dann wird die Sprache L, = {wv |w €
¥*} der Worter mit Suffix v durch den reguléren Ausdruck

re3= (a1 +...ap +b1+ ... +by)ar...an

beschrieben: L(res) = L,

Wir zeigen allgemeiner:
3.2 Satz (KLEENE): Eine Sprache ist genau dann reguldr, wenn sie endlich akzeptierbar ist.
Beweis : Wir betrachten eine Sprache L C »*.

»=“ Es gelte L = L(re) fiir einen reguldren Ausdruck re iiber ¥. Wir zeigen mit Induktion

iiber die Struktur von re: L(re) ist endlich akzeptierbar.
Induktionsanfang: Natiirlich sind L(()), L(¢) und L(a) fiir a € ¥ endlich akzeptierbar.

Induktionsschritt: Seien L(re), L(re;) und L(rez) bereits endlich akzeptierbar. Dann sind auch
L(rey +req), L(rey - res) und L(re*) endlich akzeptierbar, weil die Klasse der endlich akzeptier-

baren Sprachen gegeniiber Vereinigung, Konkatenation und Iteration abgeschlossen ist.

<= Es gelte L = L(A) fiir einen DEA A mit n Zustédnden. O.B.d.A. gelte A = (£,Q,—, 1, F)
mit @ ={1,...,n}. Firi,j € {1,...,n} und k € {0,1,...,n} definieren wir

LF, ={wex| i>jmdVueS VIieqQ:
aus (Jv : v#e, v#wund uv = w) und i — 1 folgt I < k}.

Lf j besteht also aus allen Wortern w, die beim Einlesen den Automaten A vom Zustand 7 in den
Zustand j iiberfithren, so dass zwischendurch nur Zusténde auftreten, deren Nummer hochstens
k ist.

Wir zeigen jetzt mit Induktion nach k, dass die Sprachen Lf’ ; alle regulér sind.

k = 0: Fiir Worter aus L?’ i darf iiberhaupt kein Zwischenzustand benutzt werden. Also gilt:

0 _ {acxy|i%j} falls i # j
w {efu{acX|iLj} fallsi=j
Damit ist Lg ; als endliche Teilmenge von X U {¢} regulir.

k — k + 1: Seien fiir alle 4,5 € {1,...,n} die Sprachen Lﬁj bereits reguldr. Dann gilt fiir alle

i,7€{l,...,n}:
k+1 _ 1k k k * k
LT = Lij U Liper - (Ligaes1)” - Liga o
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Denn um vom Zustand 7 aus den Zustand j zu erreichen, wird entweder der Zwischenzustand

k 4+ 1 nicht benétigt, dann reicht Li-f ; zur Beschreibung aus; oder der Zustand k + 1 wird ein-
: : k K K

oder mehrfach als Zwischenzustand durchlaufen, dann wird L7 1 - (Lgyq 1) - Ly zur

Beschreibung verwendet. Mit Induktion nach k ergibt sich daher:

Lf;“l ist regular.
Aus der Regularitit der Sprachen L,ﬁ j folgern wir, dass L selbst regulér ist, denn es gilt

L=1L(A) =] Ly,

JeEF

Damit ist also der Satz von KLEENE bewiesen. O

Bemerkung : Alternativ zur oben vorgestellten Konstruktion eines reguldren Ausdrucks aus
einem gegebenen endlichen Automaten kann das Losen bewachter reguldrer Gleichungssysteme

genommen werden: sieche Ubungen.

84 Struktureigenschaften regulédrer Sprachen

Da reguldre Sprachen genau die endl. akzeptierbaren Sprachen sind, kénnen wir aus der End-
lichkeit der Zustandsmengen der akzeptierenden Automaten wichtige Eigenschaften iiber re-
gulédre Sprachen ableiten. Wir betrachten zunéchst das sogenannte Pumping Lemma, das eine

notwendige Bedingung fiir reguldre Sprachen nennt. Sei dazu X ein beliebiges Alphabet.

4.1 Satz (Pumping Lemma fiir regulire Sprachen): Zu jeder regulidren Sprache L C ¥*
existiert eine Zahl n € N, so dass es fiir alle Worter z € L mit |z| > n eine Zerlegung z = wow
mit v # ¢ und |uv| < n und folgender Eigenschaft gibt: fiir alle i € N gilt uv'w € L, d.h. das
Teilwort v kann beliebig oft ,,aufgepumpt* werden, ohne dass man aus der reguléren Sprache L

herausfallt.
In Quantorenschreibweise:

V reguliren L C ¥*3n e NV z € L mit |z| >n

Ju,v,w €X*: z=wvwund v # e und |juv| <nund Vi € N: wv'w € L
Beweis : Sei L C ¥* regulér.

Nach den Satz von KLEENE gibt es einen DEA A = (X,Q,—,q, F) mit L = L(A). Wir
wéhlen n = |@Q| und betrachten ein Wort z € L mit |z| > n. Dann muss A beim Einlesen von Z

mindestens einen Zustand zweimal durchlaufen. Genauer gilt folgendes:

Seiz=aj...a, mit r=|z| >nund a; € X furi =1,...,7 und seien qi,...,¢ € @ so definiert:
Gi1 S g fir i =1,...,r. Dann gibt es j, k€ {1,...,n} mit 0 < j < k < n <, so dass ¢ = qk
gilt. Anschaulich:
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Wir setzen: w = aj...aj, v = @j41...0k, W = Qk4q -..ap. Dann gilt v # ¢ und |uv| < n nach
den Eigenschaften von j und k. Auflerdem ist klar, dass der Automat A die g;-Schleife beim
Akzeptieren beliebig oft durchlaufen kann, d.h. es gilt fiir alle i € N: uv'w € L. d

Wir bringen eine typische Anwendung des Pumping-Lemmas, bei dem es um den Nachweis geht,
dass eine bestimmte Sprache nicht regulér ist.

Beispiel : Die Sprache L = {a"b" | n € N} ist nicht regulidr. Wir geben einen Widerspruchsbe-

welis.

Annahme: L ist reguldr. Dann gibt es nach dem Pumping-Lemma ein n € N mit den dortge-
nannten Eigenschaften. Betrachte jetzt z = a™b™. Da |z| > n gilt, ldsst sich z zerlegen in z = vvw
mit v # & und |uv| < n, so dass fiir alle i € N gilt: uv’w € L. Aber v besteht nur aus Symbolen

a, so dass speziell uw = o 1Yo € L gelten miisste. Widerspruch

Das obige Beispiel zeigt, dass regulidre Sprachen nicht unbeschrankt zéhlen kénnen. Weitere An-
wendungen des Pumping-Lemmas werden wir in Abschnitt iiber Entscheidbarkeitsfragen ken-

nenlernen.

NERODE-Rechtskongruenz

Fine charakteristische, also notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Regularitéit von
Sprachen L C »* erhalten wir durch Betrachtung der sogenannten NERODE-Rechtskongruenz.
4.2 Definition :

Sei L C ¥* eine beliebige Sprache. Die NERODE-Rechtskongruenz von L ist eine zweistellige
Relation =7, auf ¥*, also =7, C ¥* x ¥*, die fiir u,v € ¥* wie folgt definiert ist:

u =, v genau dann, wenn fiir alle w € ¥* gilt: uw € L & vw € L.

Es gilt also u =j, v, wenn sich u und v in gleicher Weise zu Wortern aus L verldngern lassen.
Insbesondere gilt (mit w =¢) u € L < v € L.

Bemerkung : Der Name ,,Rechtskongruenz* ist durch folgende Eigenschaften gerechtfertigt:
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1. =, ist eine Aquivalenzrelation auf ¥*, also reflexiv, symmetrisch und transitiv.
2. =, ist vertraglich mit der Konkatenation von rechts, d.h. aus u =, v folgt uw = vw fiir
alle w € X*
Da =, eine Aquivalenzrelation ist, konnen wir den Index von =p, d.h. die Anzahl der Aquiva-
lenzklassen von =j, untersuchen.
4.3 Satz (MYHILL UND NERODE):
Eine Sprache L C ¥* ist genau dann regulér, wenn =;,C ¥* X ¥* einen endlichen Index hat.

Beweis : ,=“: Sei L regulir, also L = L(A) fiir einen DEA A = (X,Q, —, qo, F'). Wir fithren
folgende zweistellige Relation =4 auf ¥* ein. Fiir u,v € ¥* gilt:

u =4 v genau dann, wenn es ein g € Q gibt, mit gy — ¢ und go — ¢,

d.h. falls die Eingaben u und v den Automaten A von ¢g aus in den selben Zustand ¢ iiberfiihren.
Man beachte, dass ¢ eindeutig bestimmt ist, weil A deterministisch ist. Die Relation =4 ist eine

Aquivalenzrelation auf Y.

Wir zeigen: =4 ist eine Verfeinerung von =, d.h. fiir alle u,v € ¥* gilt:
Aus u =4 v folgt u =, v.
Sei ndmlich u =4 v und w € ¥*. Dann gilt:

wwel & JgqeQIJdeF qoqg54q
& {u=4qv}
3geQ,d €F:q>q=4

& pw € L.

Es gibt also mindestens so viele Aquivalenzklassen von =4 wie von =y. Daher gilt

Index(=p)
< Index(=4)
= Angzahl der von gy aus erreichbaren Zustinde
< 1@,

so dass =, einen endlichen Index hat.

,<=“ Sei L C ¥* eine Sprache und k£ € N der endliche Index von =;. Wir wéihlen & Worter
U1, ..., ur € X mit u; = € als Reprisentanten der Aquivalenzklassen von =;. Dann ist ¥* als

disjunkte Vereinigung dieser Aquivalenzklassen darstellbar:

Insbesondere gibt es also fiir jedes Wort w € ¥* ein ¢ € {1,...,k} mit [u] = [w;].
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Wir konstruieren jetzt folgenden Aquivalenzklassen-Automaten
AL =(%,QrL,—r,q1, FL):

Qr = Alwl,. .., [},
a, = [u] =[e]
Fro= {luj] [uj € L},

und fiir 4,5 € {1,...,k} und a € ¥ setzen wir
[wi] %1 [uj] gdw [uj] = [ual.

Dann ist Az ein DEA und fiir alle Worter w € ¥ gilt:

[£] =L ] gdw [u;] = [w],

genauer ist fliir w =aj...an
6] = [uy] gdw [e] Zp ] .. P far .. an] = [ug],
und damit
we L(AL) =

& 3 [uy] € Fr: [e] = [uj]

& Jujel:|uf] =w]

& wel
Also akzeptiert Ay, die Sprache L. Daher ist L regulér. O

Wir wenden die Beweistechnik des Satzes von MYHILL und NERODE an, um die Zustandszahl
von Automaten zu minimieren. Dabei beziehen wir uns insbesondere auf den deterministischen

Aquivalenzklassen-Automaten Aj, aus dem Beweis.

4.4 Korollar : Sei L C ¥* reguldr und k& = Index(=p). Dann besitzt jeder DEA, der L
akzeptiert, wenigstens k Zusténde. Die Minimalzahl k wird von dem DEA Aj erreicht. Es kann

aber NEA ’s mit weniger als k& Zustdnden geben, die L akzeptieren.

Beweis : Im Beweis des Satzes von MYHILL und NERODE haben wir unter ,=“ gezeigt, dass
jeder DEA A = (%,Q,—,qo, F), der L akzeptiert, wenigstens k Zusténde besitzt. Dabei ist
k = Index(=r) < |Q|. Unter ,<* haben wir den DEA Ay mit k Zustidnden konstruiert, der L
akzeptiert. O

Der Aquivalenzklassen-Automat Ay, ist der Prototyp aller L akzeptierenden DEA’s mit minima-
ler Zustandszahl k. Wir konnen ndmlich zeigen, dass jeder andere DEA, der L akzeptiert und k
Zusténde hat, zu Ay, isomorph ist, d.h. aus Ay, durch eine bijektive Umbenennung der Zusténde
entsteht.

4.5 Definition : Zwei DEA’s oder NEA’s A; = (X, Qi, —4, qoi, Fi), 1 = 1,2, heiflen isomorph ,
falls es eine Bijektion §: Q1 — @2 mit folgenden Eigenschaften gibt:
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e 3(qo1) = qo2,
e B(F1)={B(q) | g € F1} = Py,

e Vg deQiVaeY: g5 qd e B(q) 22 8(d).

Die Bijektion 3 heifit Isomorphismus von A; auf As.

Man beachte, dass Isomorphie eine Aquivalenzrelation auf endlichen Automaten ist. Wir zeigen

jetzt die angekiindigte Aussage.

4.6 Satz : Sei L C ¥* reguldr und k = Index(=r). Dann ist jeder DEA A, der L akzeptiert und
k Zusténde besitzt, zu Ay, isomorph.

Beweis : Gegeben sei A = (3,Q, —, q1, F) mit L(A) = L und |Q| = k und der Aquivalenzklas-
sen-Automat Ay, des Satzes von Myhill und Nerode mit Qr = {[u1], ..., [ux]} und u; =e. Wir
definieren fiir jedes i € {1,...,k} den Zustand ¢; € Q durch die Transition ¢; X g

Man beachte, dass ¢; eindeutig bestimmt ist, da die Transitionsrelation — deterministisch ist.

Jetzt definieren wir die Abbildung 5 : Qp — @ durch

B([ud]) = gi
fiir i € 1,..., k und zeigen, dass 8 ein Isomorphismus von Ay, auf A ist.
1. (B ist injektiv: Sei ¢; = ¢;. Dann gilt ¢; g und q ck q;- Also gilt fiir alle w € ¥* : w;w €
L < ujw € L. Also ist u; =p, uj und damit [u;] = [u;].

2. [ ist surjektiv: Diese Eigenschaft folgt aus (1) und der Tatsache, dass k = |@Q|. Damit gilt
insbesondere @ = {q1,...,qk}-

3. B([qr]) = B([w]) = B(e]) = ¢
4. ﬂ(FL):F: [uj]GFL<:>uj€L<:>qj€F
5. Fir alle 4,5 € {1,...,k} und a € ¥ gilt:

[wi] 51 [u] g = gj.

e Beweis von ,=“: Sei [u;] >, [u;]. Dann gilt nach Definition von —: [u;a] = [u;]. Es gibt
ein 1 € {1,...,k} mit ¢; = ¢;. Nach Definition von ¢; und ¢ haben wir folgendes Bild:

w
a1 e g @, q

N J

uy

Da die Worter u;a und w; zum selben Zustand ¢ fithren, folgt u;a =, w;. Also gilt [u;] =
[uja] = [w]. Nach Wahl der w1, ..., u; in Ap, folgt u; = w;, sogar j = . Damit folgt ¢; N 4

wie gewiinscht.
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e Beweis von ,,<=“: Sei ¢; — ¢j- Damit haben wir analog wie oben folgendes Bild:

w
@1 — g —Ls g
L%
Daraus schlieflen wir wie oben: u;a =, u;. Also gilt [u;a] = [u;], woraus nach Definition

von —, die Transition [u;] %, [u;] folgt.

Also sind Af, und A isomorph. O

Zu jeder regulédren Sprache L C ¥* mit k als Index von =, gibt es also einen bis auf Isomorphie

eindeutigen DEA, mit der Minimalzahl von k Zusténden, der L akzeptiert.

4.7 Definition : Der Minimalautomat fiir eine regulére Sprache L C ¥* ist der bis auf [somorphie
eindeutige DEA, der L akzeptiert und dessen Zustandszahl gleich dem Index der NERODE-

Rechtskongruenz =y, ist.

Wir kénnen den Minimalautomaten fiir eine reguldre Sprache L C ¥* aus jedem DEA A =
(%,Q,—,qo, F), der L akzeptiert, durch Reduktion algorithmisch konstruieren. Die Reduktion

umfasst die folgenden beiden Schritte:

1. Eliminieren nicht erreichbarer Zustande.

Ein Zustand ¢ € Q heifit erreichbar, falls es ein Wort w € ¥* mit gy — ¢ gibt. Die
Teilmenge der erreichbaren Zusténde von @ ist berechenbar, weil man sich bei den Wortern
w mit gy — ¢ auf solche der Linge < |Q| einschrinken kann(vgl. den Beweis des Pumping

Lemmas).
2. Zusammenfassen dquivalenter Zusténde.
Fiir ¢ € Q,w € ¥* und S C Q schreiben wir ¢ = S, falls es ein ¢/ € S mit ¢ — ¢ gibt.
Zwei Zusténde q1, q2 € Q heiflen dquivalent, abgekiirzt q1 ~ g2, falls fiir alle w € X* gilt:
@ = F&q—F,

d.h. von ¢; und ¢o fithren die selben Worter zu akzeptierenden Endzusténden.

Fiir erreichbare Zustéinde besteht folgender enger Zusammenhang zwischen Aquivalenz

und der NERODE-Rechtskongruenz =;. Sei ¢y — ¢1 und gy — ¢2. Dann gilt :
@~ geu=Lve (u]l =[v.

Man sieht durch Vergleich mit dem Aquivalenzklassen-Automaten Az, dass im Minimalau-
tomaten dquivalente Zustinde zusammenfallen miissen. In Aj, werden qg, ¢1 und go ndmlich
durch die Aquivalenzklassen [¢], [u] und [v] dargestellt, so dass aus [¢] — [u] und [g] = [v]
folgt:

[u] ~ [v] & u=pve(u] =[v].

Algorithmen zur Berechnung der Zustandsiquivalenz werden in den Ubungen behandelt.
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§5 Entscheidbarkeitsfragen
Wir stellen zunéchst fest, dass die folgenden Konstruktionen algorithmisch durchfiithrbar sind:

e =-NEA — NEA — DEA
e DEA — Minimalautomat

e =-NEAs fiir folgende Operationen auf endlich akzeptierbaren Sprachen:

Vereinigung, Komplement, Durchschnitt, Differenz, Konkatenation und Iteration

e regulirer Ausdruck — NEA — DEA — reguldrer Ausdruck

Damit kénnen wir uns Entscheidbarkeitsfragen fiir die durch endliche Automaten oder regulire
Ausdriicke dargestellten Sprachen zuwenden. Wegen der genannten Konstruktionen beschrianken
wir uns auf Sprachen, die durch DEA’s dargestellt sind. Wir betrachten folgende Probleme fiir

regulédre Sprachen.

Wortproblem Gegeben: DEA A und ein Wort w
Frage:  Gilt we L(A) ?
Leerheitsproblem Gegeben: DEA A

Frage:  Gilt L(A) =07
Endlichkeitsproblem Gegeben: DEA A

Frage:  Ist L(A) endlich ?
Aquivalenzproblem Gegeben: DEA ’s A; und As

Frage:  Gilt L(A;) = L(Ag) ?
Inklusionsproblem Gegeben: DEA ’s A; und As

Frage:  Gilt L(A;) C L(Ag) ?

Schnittproblem Gegeben: DEA ’s A; und As
Frage:  Gilt L(A;) N L(A2) =07

5.1 Satz (Entscheidbarkeit): Fiir regulére Sprachen sind

das Wortproblem,

das Leerheitsproblem,

das Endlichkeitsproblem,

das Aquivalenzproblem,

das Inklusionsproblem,

das Schnittproblem
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alle algorithmisch entscheidbar.

Beweis : Wortproblem: Man setzt A auf das vorgelegte Wort w an und stellt fest, ob ein

Endzustand von A erreicht wird. A ist also selbst das Entscheidungsverfahren.

Leerheitsproblem: Sei n die nach dem Pumping Lemma zur regulidren Sprache L(.A) gehorige
Zahl. Dann gilt:

LA =0 -FJwelLlA:|w<n (%)

Beweis von (x): ,=* ist klar. ,<=* durch Kontraposition: Sei L(A) # (. Falls es ein Wort
w € L(A) mit |w| < n gibt, ist nichts zu zeigen. Sonst gibt es ein Wort w € L(A) mit |w| > n.
Durch sukzessives Anwenden des Pumping Lemmas, jeweils mit ¢ = 0, erhalten wir ein Wort

wy € L(A) mit |wp| < n. Damit sind wir fertig.

Das Entscheidungsverfahren fiir L(A) = () 16st nun fiir jedes Wort iiber dem Eingabealphabet
von A mit mit |w| < n das Wortproblem ,w € L(A)?“. Falls die Antwort stets ,nein“ lautet,
wird ,,L(A) = 0“ ausgegeben. Sonst wird ,,L(A) # (“ ausgegeben.

Endlichkeitsproblem: Sei n wie eben. Dann gilt:
L(A) ist endlich & -3 w € L(A) :n <|w| < 2n (*x)

Beweis von (#x): ,,=“: Gébe es ein Wort w € L(.A) mit |w| > n, so wire L(A) nach dem Pumping
Lemma unendlich. ,,<=*“ durch Kontraposition: Sei L(.A4) unendlich. Dann gibt es Worter beliebig
grofer Lénge in L(.A), insbesondere ein Wort w mit w > 2n. Sukzessives Anwenden des Pumping
Lemmas, jeweils mit ¢ = 0, liefert ein Wort wp mit n < |wg| < 2n, weil sich mit i = 0 das

vorgelegte Wort um maximal n Buchstaben verkiirzt.

Durch (xx) kann das Endlichkeitsproblem durch endlichmaliges Losen des Wortproblems ent-

schieden werden.

Aquivalenzproblem: Man konstruiere zuniichst einen DEA A mit folgender Eigenschaft:

L(A) = (L(A1) N L(A2)) U (L(A2) N L(Ay)).
Offenbar gilt:
L(A)) = L(Ay) < L(A) =0 (s # %)

Damit wird das Aquivalenzproblem fiir Automaten auf das Leerheitsproblem fiir A zuriick-
gefiihrt. Natiirlich ist die obige Konstruktion von 4 aufwendig durchzufiihren. Alternativ kann
man folgende Produktkonstruktion analog zur letzten Bemerkung in Abschnitt 2 dieses Kapitels
benutzen. Seien A; = (X, Q;, —4, qoi, Fi),7 = 1,2 gegeben. Betrachte dann @ = Q1 X Q2 mit
folgender Transitionsrelation —C @ x % X @

fiir alle ¢1,¢} € Q1 und ¢2,¢5 € Q2 und a € ¥ gilt

(q1.92) = (¢}, %) gdw ¢1 — ¢} und g2 > ¢}. Definiere dann A = (¥, Q, —, (qo1, go2), ') mit
F={(q1,02) €Q|q1 € F1 & q2 & F>}.
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Dann gilt (***) fiir diesen DEA A:

&~

(A))=L(A) & YweX*: (we L(A) & we L(A))

VweX: (3gperR: gooqg)e@@peh: ¢@-=q¢)
VweEX*V (q1,q2) €Q: (qo1,q02) = (q1.42) = (q1,02) € F
L(A) =10

t e

Inklusionsproblem: Man konstruiere einen DEA A, so dass

L(A) = L(A1) N L(Az)

gilt. Wegen
L(A;) CL(Ay) < L(A) =0

kann das Inklusionsproblem fiir A4; und A, auf das Leerheitsproblem von A zuriickgefiihrt

werden.

Schnittproblem: Man konstruiere einen DEA A mit
L(A) = L(A1) N L(Az),

so dass das Schnittproblem A; und As auf das Leerheitsproblem von A zuriickgefiihrt werden
kann. Fiir A kann die Produktkonstruktion An aus der letzten Bemerkung des Abschnitts 2

genommen werden. O

86 Automatische Verifikation

Fiir Programme, die durch endliche Automaten dargestellt werden kénnen, ist eine automatische

Verifikation durchfiihrbar. Allgemein lautet das Verifikationsproblem wie folgt:

Gegeben : Programm P und Spezifikation S
Frage : Erfiillt P die Spezifikation S ?

Im Englischen wird dieses Problem auch als Model Checking bezeichnet, weil im Sinne der
Logik gefragt wird, ob das Programm P ein Modell der Spezifikation S ist. Wir betrachten hier
folgenden Spezialfall dieses Problems:

e Programm P £ endlicher Automat (DEA, NEA oder e-NEA) A

e Spezifikation S L ein erweiterter regulédrer Ausdruck re, und zwar erweitert um die
Operatoren re; Nres (Durchschnitt), 7é (Komplement) und ¥ als
Abkiirzung fiir a; + ... + a, falls ¥ = {ay,...,a,} gilt.

(1>

o P erfiillt S L(A) C L(re). Dieser Test ist automatisch durchfiihrbar, weil das

Inklusionsproblem fiir regulédre Sprachen entscheidbar ist.

Beispiel : Betrachten wir noch einmal das Beispiel aus dem Bereich der Betriebssysteme, wo

zwel Programme durch Operationen b; und by auf einen gemeinsamen Drucker zugreifen und
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mit e; und ep die Beendigung der Benutzung anzeigen. Wir setzen ¥ = {b1,be,e1,e2} und
beschreiben die Menge der erlaubten Ablaufworte iiber ¥ durch folgenden erweiterten reguléiren
Ausdruck:

re = 2*b1boX* + X*byby *.

Man sieht, dass der spezifizierende reguldre Ausdruck re durch Verwendung der Operatoren 7e
und ¥ iibersichtlich wird. Die Klasse der regulidren Sprachen wird damit natiirlich nicht verlassen,
wie wir aus den Abschlusseigenschaften von reguldren Sprachen folgern. Daher kann man auch
fiir jeden vorgegebenen endlichen Automaten A zur synchronisierten Druckerbenutzung der
beiden Programme entscheiden, ob L(A) C L(re) gilt.

FEine Variante der Definition von Erfiillbarkeit ist wie folgt:

o Perfilllt S £ L(A) = L(re). Auch dieser Test ist automatisch durchfiihrbar, weil

das Aquivalenzproblem fiir regulire Sprachen entscheidbar ist.

Fiir endliche Automaten als Programme P und erweiterte regulire Ausdriicke als Spezifikationen

S ist sogar das folgende Syntheseproblem automatisch durchfithrbar:

Gegeben : eine Spezifikation S
Gesucht : ein Programm P, das S erfiillt.
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II. Endliche Automaten und regulire Sprachen




Kapitel 111

Kontextfreie Sprachen und

Kellerautomaten

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass reguldre Sprachen in der Informatik vielfache An-
wendungen finden (z.B. lexikalische Analyse und Teilworterkennung) und besonders leicht zu
handhaben sind (Darstellbarkeit durch endliche Automaten und regulére Ausdriicke, angenehme
Abschluss- und Entscheidbarkeitseigenschaften). Dennoch reichen sie fiir eine wichtige Aufgabe

der Informatik nicht aus: die Syntazbeschreibung von Programmiersprachen.

Der Grund ist, dass Programmiersprachen Klammerstrukturen beliebiger Schachtelungstiefe zu-

lassen, zum Beispiel als

e arithmetische Ausdriicke der Form 3 % (4 — (z + 1)),
e Listen der Form (CAR(CONS x y )) oder

e Anweisungen der Form
while(bl) {
x = el;
while(bl) {
y = ez

z = ed;

Im Abschnitt 4 hatten wir mit Hilfe des Pumping Lemmas gezeigt, dass bereits das einfachste

Muster einer solchen Klammerstruktur, ndmlich die Sprache
L={a"b"|n €N}

nicht mehr regulér ist. Fiir die Syntaxbeschreibung von Programmiersprachen haben sich kon-

textfreien Sprachen durchgesetzt.

37
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§1 Kontextfreie Grammatiken

Wir untersuchen zunéchst die zugehorigen Grammatiken.

1.1 Definition : Eine konteztfreie Grammatik ist eine Struktur G = (N, T, P, S), wobei folgendes
gilt:

(i) N ist ein Alphabet von Nichtterminalsymbolen,
(ii) T ist ein Alphabet von Terminalsymbolen mit N 0T = (),
(iii) S € N ist das Startsymbol,

(iv) P C N x (N UT)* ist eine endliche Menge von Produktionen oder Regeln.

Dabei benutzen wir folgende Konventionen:

e A B,C,... stehen fiir Nichtterminalsymbole,
® a,b,c, ... stehen fiir Terminalsymbole,

e u,v,w,...stehen fiir Worter aus Terminal- und Nichtterminalsymbolen.

Eine Produktion (A4,u) € P wird meist in Pfeilnotation A — wu geschrieben. Falls mehrere

Produktionen dieselbe linke Seite besitzen, etwa
A—u, A—ug, ..., A— uy,

so schreiben wir dieses kiirzer als eine einzige ,, Metaregel“

A—up|ug| ... |ug
oder auch
A=y |ug| ... |uy. (%)
Dabei ist |ein ,Metasymbol“ zur Trennung der Alternativen uq,...,u, das nicht in N U T

vorkommen moge.

Werden die Produktionen einer kontextfreien Grammatik in der Form (x) dargestellt, spricht
man von Backus-Naur-Form oder kurz von BNF-Notation. Diese Notation wurde 1960 von John
Backus und Peter Naur fiir die Definition der Programmiersprache ALGOL 60 eingefiihrt. Wei-
tere Abkiirzungsmoglichkeiten bietet die Erweiterte BNF-Notation, auch EBNF genannt. Die
EBNF-Notation ldsst sich 1-1 in die 1970 von Niklaus Wirth fiir die Definition der Program-

miersprache PASCAL eingefithrten Syntaxdiagramme iibersetzen.
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Zu jeder kontextfreien Grammatik G gehort die zweistellige Ableitungsrelation g auf (NUT)*:

ztgy gdw JA —wu € P Jwy,we € (NUT)*:
z :wlwz und y = wifuws.

Mit 7, wird wieder die reflexive und transitive Hiille von ¢ bezeichnet. Wir lesen x =* y als

»Yy ist aus x ableitbar®. Die von G erzeugte Sprache ist
L(G)={weT"|St;w}.
Zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gq heiflen dquivalent , falls L(G1) = L(G3) ist.

1.2 Definition : Eine Sprache L C T™* heifit kontextfrei, falls es eine kontextfreie Grammatik G
mit L = L(G) gibt.

Beispiel :
(1) Die Sprache L = {a"b"|n € N} wird durch die Grammatik
G1 = ({S},{a,b}, P1, S) erzeugt, wobei P; wie folgt gegeben ist:
S — e|aSh.
Zum Beispiel gilt a?b? € L(Gy), weil

S kg, aSb g, aaSbb ¢, aabb.

(2) Die arithmetischen Ausdriicke mit Variablen a, b, ¢ und Operatoren 4+ und * werden durch
die Grammatik Gy = ({S},{a,b,¢c,+,*,(,)}, P, S) mit folgendem P, erzeugt:

S —alble[S+5]5x5](9).
Zum Beispiel ist (a + b) * c € L(G2), weil

S|_G2S*S|_G2 (S)*Sl_G2 (S+S)*S
Fa, (a+S)*xStg, (a+b) %S tg, (a+b)x*c.

Wir untersuchen jetzt die Ableitung von Wortern in einer kontextfreien Grammatik genauer.

1.3 Definition : Eine Ableitung von A nach w in G der Lange n > 0 ist eine Folge von Ablei-

tungsschritten
A=xnrguntg - Fgzm=w. (k)

Diese Ableitung heifit Linksableitung, falls in jedem Ableitungsschritt z; g 2,41 das am weites-

ten links stehende Nichtterminalsymbol ersetzt wird, falls also z; und z; 41 stets von der Form
z; = wiAwg und z;11 = wiuwe mit wy € T*

sind. Entsprechend sind Rechtsableitungen definiert (dann gilt: wy € T™).

Jede Ableitung lisst sich graphisch als Baum darstellen.

1.4 Definition : Ein Ableitungsbaum von A nach w in G ist ein Baum mit folgenden Eigenschaf-

ten:
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(i) Jeder Knoten ist mit einem Symbol aus N UT U {e} beschriftet. Die Wurzel ist mit A

beschriftet und jeder innere Knoten ist mit einem Symbol aus N beschriftet.

(ii) Wenn ein mit B beschrifteter innerer Knoten k& Nachfolgeknoten besitzt, die in der Rei-

henfolge von links nach rechts mit den Symbolen [y, ..., B; beschriftet sind, dann gilt

a) k=1lund fy =eund B—¢c€P

oder

b) k>1und f1,...,0, € NUT und B — [ ...0 € P.

(iii) Das Wort w entsteht, indem man die Symbole an den Bléttern von links nach rechts

konkateniert.

Veranschaulichung

A
.B
/N
B Br - B
£

Den zu einer Ableitung von A nach w der Form (%) gehorigen Ableitungsbaum von A nach w

konstruieren wir mit Induktion nach der Linge n der Ableitung.

n = 0: Zur trivialen Ableitung A gehort der triviale Ableitungsbaum A.

n — n + 1: Betrachte eine Ableitung
A=2tg...Fg 2z, = w1 Bws g wiuws = 2p41.

Sei t der zur Ableitung A = 2y F¢ ... Fg 2, gehorige Ableitungsbaum.

Falls u = ¢, so ist der Gesamtableitungsbaum wie folgt:

A

t

vs)

()

Falls u =31 ... 0 mit B1,...,0r € NUT, so ist der Gesamtableitungsbaum wie folgt:
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A
t
B
w1 w9
/ A\
Bio- Bk

a S b und S * S
VRN RN
a S b ( S ) c

| N

€ S + S

a b

Bemerkung : Es gelten folgende Beziehungen zwischen Ableitungen und Ableitungsbdumen:

(i) AFw << Es gibt einen Ableitungsbaum von A nach w in G.

(ii) Einem gegebenen Ableitungsbaum von A nach w entsprechen im allgemeinen mehrere
Ableitungen von A nach w, jedoch nur genau eine Linksableitung und genau eine Rechts-

ableitung.
Beweis :

(i) ,=“ ist nach obiger Konstruktion klar.

»<=" zeigt man mit Induktion iiber die Tiefe des Ableitungsbaumes.

(ii) Ableitungsbdume abstrahieren von unwesentlichen Reihenfolgen bei der Regelanwendung,
die moglich werden, wenn mehrere Nichtterminalsymbole gleichzeitig auftreten. Zum Bei-

spiel ergeben die beiden Ableitungen
Stg, S+Skg,a+Stg,a+b

und
Skg, S+Skg, S+bFg,a+0

denselben Ableitungsbaum:
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Bei Festlegung auf Linksableitungen bzw. Rechtsableitungen sind solche Wahlmdoglichkei-

ten ausgeschlossen.

g

Sei jetzt die Syntax einer Programmiersprache PL durch eine kontextfreie Grammatik G gegeben.
Ein Ubersetzer fiir PL erstellt in der Phase der Syntaxanalyse fiir jedes gegebene PL-Programm
einen Ableitungsbaum in G. Die Bedeutung oder Semantik des PL-Programms héngt von der
Struktur des erstellten Ableitungsbaumes ab. Der Ubersetzer erzeugt nédmlich den Maschinen-

code des PL-Programms anhand des Ableitungsbaumes.

Fiir die Benutzung der Programmiersprache PL ist es wichtig, dass jedes PL-Programm eine
eindeutige Semantik hat. Daher sollte es zu jedem PL-Programm genau einen Ableitungsbaum

geben.

1.5 Definition :

(i) Eine kontextfreie Grammatik G = (N,T, P, S) heifit eindeutig, wenn es zu jedem Wort
w € T hochstens einen Ableitungsbaum bzw. hochstens eine Linksableitung von S nach
w in G gibt. Andernfalls heifit G mehrdeutig.

(ii) Eine kontextfreie Sprache L C T* heifit eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) gibt. Andernfalls heit L (inhdrent) mehrdeutig.

Beispiel : Die oben angegebene Grammatik Go fiir arithmetische Ausdriicke ist mehrdeutig.
Fiir das Wort a + b * ¢ € L(G2) gibt es nidmlich die folgenden beiden Ableitungsbiume:

PARN PARN
S + S und S * S
AN SN
a S * S S + S c
bl Lo

Diese entsprechen den beiden semantisch verschiedenen Klammerungen a+ (b*c¢) und (a+b)*c.

In Programmiersprachen wihlt man daher eine Grammatik Gs fiir arithmetische Ausdriicke, in

der die folgende Auswertungsstrategie festgelegt ist:

e Die Auswertung erfolgt von links nach rechts. Damit wird z.B. a + b+ ¢ wie (a + b) + ¢

ausgewertet.

e Multiplikation * erhilt eine hohere Prioritéit als +. Damit wird z.B. a+bx ¢ wie a+ (b*¢)

ausgewertet.
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Mochte man andere Auswertungsreihenfolgen haben, miissen explizit Klammern ( und ) gesetzt
werden.

Betrachte Gs = ({E, T, F'},{a,b,c,+,*,(,)}, P3, F) mit folgendem Ps:

E — T|E+4+T
T — F’T*F
F — (E)|alblc

G3 ist eindeutig, und es gilt L(G3) = L(G2). Zum Beispiel hat a+b*c in G5 den Ableitungsbaum

E
N
+ T
7N

F

E
T T

F F c

a b

Beispiel : (CHOMSKY, 1964) Eine inhérent mehrdeutige kontextfreie Sprache ist

L={a'¥c*|i,j,k>0und (i = j oder j = k)}

Zum Beweis siehe Literatur oder Vorlesung ,,Formale Sprachen®.
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§2 Pumping Lemma

Auch fiir kontextfreie Sprachen gibt es ein Pumping Lemma. Es beschreibt eine notwendige

Bedingung dafiir, dass eine gegebene Sprache kontextfrei ist.

2.1 Satz (Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen oder uvwzry-Lemma): Zu jeder
kontextfreien Sprache L C T™ existiert eine Zahl n € N, so dass es fiir alle Worter z € L mit

|z| > n eine Zerlegung z = uwvwxy mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) vz # e,
(i) Jowz| < n,
(iii) fiir alle i € N gilt: uv'wz'y € L.
Die Teilworter v und z koénnen also beliebig oft ,,aufgepumpt* werden, ohne dass man aus der
kontextfreien Sprache L herausfillt.
Zum Beweis des Pumping Lemmas benottigen wir folgendes allgemeine Lemma iiber Béume, das

wir dann speziell fiir Ableitungsbdume anwenden werden. Wir definieren fiir endliche Béume t¢:

e Verzweigungsgrad von ¢ = maximale Anzahl von Nachfolgeknoten,

die ein Knoten in ¢ besitzt.

e Ein Pfad der Liange m in ¢ ist eine Kantenfolge von der Wurzel bis zu einem Blatt von ¢

mit m Kanten. Der Trivialfall m = 0 ist zugelassen.

2.2 Lemma : Sei t ein endlicher Baum mit dem Verzweigungsgrad < k, in dem jeder Pfad die
Lange < m hat. Dann ist in ¢ die Anzahl der Bléatter < k™.

Beweis : Induktion iiber m € N:

m = 0: t besteht nur aus k° = 1 Knoten.

m — m + 1: t besitzt j Unterbdume ¢1,...,¢; mit j < k, in denen die Pfade die Linge < m
haben:

Nach Induktionsvoraussetzung ist fiir jeden der Unterbdume t,...,t; die Anzahl der Blétter
< k™. Damit gilt in ¢:

Anzahl der Blitter < j-k™ < k- k™ = k™
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Wir sind jetzt vorbereitet fiir den

Beweis des Pumping Lemmas: Sei G = (N, T, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) =
L. Wir setzen:

e k = Wortlédnge der lingsten rechten Seite einer Produktion aus P, wenigstens jedoch 2

.m:‘va

o n=kmtL

Sei jetzt z € L mit |z| > n. Dann gibt es einen Ableitungsbaum ¢ von S nach z in G, in dem es

kein Teilstiick gibt, das einer Ableitung der Form B -7, B entspricht:

Jedes solche Teilstiick kénnte ndmlich aus t entfernt werden, ohne dass das abgeleitete Wort z

verandert wiirde.

Nach der Wahl von k und |z| hat ¢ einen Verzweigungsgrad < k und > k™*! Blitter. Also gibt
es nach dem vorangegangenen Lemma in ¢ einen Pfad der Lénge > m + 1. Auf diesem Pfad
liegen > m + 1 innere Knoten, so dass es eine Wiederholung eines Nichtterminalsymbols bei der

Beschriftung dieser Knoten gibt. Wir benotigen diese Wiederholung in einer speziellen Lage.

Unter einem Wiederholungsbaum in t verstehen wir einen Unterbaum von ¢, in dem sich die
Beschriftung der Wurzel bei einem weiteren Knoten wiederholt. Wir wéhlen jetzt in ¢ einen
minimalen Wiederholungsbaum tg, d.h. einen solchen, der keinen weiteren Wiederholungsbaum
als echten Unterbaum enthélt. In ¢y hat jeder Pfad eine Linge < m + 1.

Sei A die Wurzelbeschriftung von ty3. Dann hat ¢ folgende Struktur:
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Aus dieser Struktur erhalten wir eine Zerlegung z = uvwzxy mit
S F uAy B wAzy B uovway. ()
Wir zeigen, dass diese Zerlegung von z den Bedingungen des Pumping Lemmas geniigt:
(i) Nach der Wahl von ¢ gilt va # €.
(ii) Nach der Wahl von ¢y und dem vorangegangenen Lemma gilt [vwz| < k™ = n.

(iii) Aus (*) folgt sofort, dass fiir alle i € N gilt: uv'wa'y € L(G).

Fiir i = 3 sieht der Ableitungsbaum von S nach wv'wa'y in G so aus:

Wie bei regulidren Sprachen kann das obige Pumping Lemma zum Nachweis benutzt werden,

dass eine bestimmte Sprache nicht kontextfrei ist.

Beispiel : Die Sprache L = {a"b"c" |n € N} ist nicht kontextfrei. Wir geben einen Wider-

spruchsbeweis.

Annahme: L ist kontextfrei. Dann gibt es nach dem Pumping Lemma ein n € N mit den dort
genannten Eigenschaften. Betrachte jetzt z = ab"c". Da |z| > n gilt, ldsst sich z zerlegen in
2 = wvwzy mit ve # ¢ und [vwz| < n, so dass fiir alle i € N gilt: uv'war'y € L. Wegen [vwz| < n

kommen im Teilwort vwx keine a’s oder keine ¢’s vor. Deshalb werden beim Aufpumpen zu
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wv'wz'y hochstens zwei der Buchstaben a, b, ¢ beriicksichtigt. Solche Warter liegen aber nicht in
L. Widerspruch. O

Mit dem Pumping Lemma ldsst sich auch zeigen, dass kontextfreie Grammatiken nicht ausrei-
chen, um die Syntax von hoheren Programmiersprachen wie Java wvollstindig zu beschreiben.
Obwohl die Grundstruktur der syntaktisch korrekten Programme mit kontextfreien Grammati-
ken (in BNF- oder EBNF-Notation) beschrieben wird, gibt es Nebenbedingungen, die kontext-

sensitiv sind.

Beispiel : Die Programmiersprache Java, bestehend aus allen syntaktisch korrekten Java-

Programmen, ist nicht kontextfrei. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis.

Annahme: Java sei kontextfrei. Dann gibt es ein n € N mit den im Pumping Lemma genannten

Eigenschaften. Betrachte nun das folgende syntaktisch korrekte Java-Klasse:

class C {
int X1...1;
—

n

void m() {
X1l...1=X1...1
— —

n n

Bei jeder uvwaxy-Zerlegung dieses Programms beriihrt das vwaz-Mittelstiick wegen |[vwz| < n

maximal zwei der drei Vorkommen der Variablen X 1...1. Deshalb entstehen beim Aufpumpen

n
zu wv'wz'y entweder Zeichenreihen, die nicht einmal den Anforderungen der Java-Syntaxdia-

gramme geniigen, oder aber Zeichenreihen der Form

class C {
int X1...1;
——
k
void m() {
X1..1=X1...1
S~ e
l m

wobei die k, [, m nicht alle gleich sind. Diese Zeichenreihen verletzen die folgende Bedingung fiir

syntaktisch korrekte Java-Programme:
,Jede Variable muss vor ihrem Gebrauch deklariert sein.* (k)

Hier ist entweder X' 1...1 oder X 1...1 nicht deklariert.
S—— S——

l m
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Widerspruch O

Bedingungen wie (xx) sind kontextsensitiv und werden daher bei der Definition von Programmier-
sprachen zusdtzlich zur kontextfreien Grundstruktur der Programme genannt. Ein Ubersetzer
tiberpriift diese kontextsensitiven Bedingungen durch Anlegen geeigneter Tabellen zum Abspei-

chern der deklarierten Variablen oder allgemeiner Identifikatoren.
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83 Kellerautomaten

Bisher haben wir kontextfreie Sprachen tiber die Erzeugbarkeit von Grammatiken definiert. Wir
wollen jetzt die Erkennbarkeit durch Automaten untersuchen. Unser Ziel ist eine Erweiterung

des Modells des endlichen Automaten, das genau die kontextfreien Sprachen erkennen kann.

Die Schwiche der endlichen Automaten ist das Fehlen eines Speichers fiir unbeschrankt grofie

Informationen. Intuitiv kann ein endlicher Automat eine Sprache wie
L={a"b"|n €N}

deshalb nicht erkennen, weil er zum Zeitpunkt, wenn das erste b gelesen wird, nicht mehr wissen
kann, wieviele a’s eingelesen wurden. Die einzige gespeicherte Information ist der jeweils aktuelle

Zustand, der Element einer endlichen Zustandsmenge ist.

Wir betrachten jetzt sogenannte Kellerautomaten oder Pushdown-Automaten. Das sind nichtde-
terministische endliche Automaten mit e-Ubergéingen (e-NEA’s), erweitert um einen Speicher,
der unbeschrinkt grole Worter aufnehmen kann, aber auf den nur sehr eingeschriankt zugegrif-
fen werden kann. Der Speicher ist als Keller oder Stack oder Pushdown-Liste organisiert, bei
dem nur auf das jeweils oberste Symbol zugegriffen werden kann. Die Transitionen eines Keller-
automaten hiéngen vom aktuellen Zustand, dem gelesenen Symbol des Eingabewortes und dem

obersten Symbol des Kellers ab; sie verindern den Zustand und den Inhalt des Kellers.

Skizze

alalal|b|b|b| Eingabewort

— Leserichtung

q€Q A | oberstes Symbol
endliche A
Kontrolle "
Keller

3.1 Definition (Kellerautomat): Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (oder Pushdown-
Automat), kurz KA (oder auch PDA), ist eine Struktur

K= (E7Q7F7_>7QOaZOaF)

mit folgenden Eigenschaften:

(i) X ist das Eingabealphabet,

(ii) @ ist eine endliche Menge von Zustdinden,
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(iii) I ist das Kelleralphabet,

(iv) = C Q@ xI'x (ZBU{e}) x Q@ xI' ist die Transitionsrelation,
(V) qo € Q ist der Anfangszustand,

(vi) Zy €T ist das Startsymbol des Kellers,

(vii) F' C @ ist die Menge der Endzustinde.

Im Zusammenhang mit KA’s benutzen wir folgende typische Buchstaben: a,b,c € X, u,v,w €
Y aeXU{e},qeQ, Z €T, v e TI* Diese Buchstaben kénnen auch mit Indizes und Strichen
,Z,a,q ') €— heiBen Transitionen. Statt (¢, Z,a,q',v') €—

(@9

,verziert“ sein. Die Elemente (
schreiben wir meistens (¢, Z) %
Wir haben dabei folgende anschauliche Vorstellung. Eine Transition (¢, Z) % (¢,+') besagt: Ist
g der aktuelle Zustand und Z das oberste Kellersymbol, so kann der KA das Eingabesymbol
a lesen, in den Zustand ¢’ iibergehen und an der Kellerspitze das Symbol Z durch das Wort
7' ersetzen. Analog besagt eine Transition (¢, Z) = (¢/,7): Im Zustand ¢ und Z als oberstem
Kellersymbol kann der KA selbstéindig in den Zustand ¢’ iibergehen und an der Kellerspitze Z

durch ' ersetzen. Es wird dabei kein Eingabesymbol gelesen.

Ist v/ = ¢, so spricht man bei einer Transition (g, Z) — (¢/,€) von einem pop - Schritt, da das
oberste Kellersymbol entfernt wird. Ist v/ = vZ, so spricht man bei einer Transition (g, Z) 5

(¢',vZ) von einem push - Schritt, da das Wort v an der Kellerspitze hinzugefiigt wird.

Um das Akzeptanz - Verhalten von KA’s zu definieren, miissen wir — dhnlich wie bei e-NEA’s —

zuerst die Transitionsrelation erweitern. Dazu benotigen wir den Begriff der Konfiguration eines

KA’s.
3.2 Definition : Sei K = (X,Q, T, —, qo, Zo, F') ein KA.
(i) Unter einer Konfiguration von K verstehen wir ein Paar (¢,7v) € @ x I'*, das den momen-
tanen Zustand ¢ und den momentanen Kellerinhalt v von K bescheibt.

(ii) Fiir jedes o € X U {e} ist 5 eine 2-stellige Relation auf den Konfigurationen von K, die

wie folgt definiert ist:
(¢:7) = (¢',7), falls 3Z €T, 3y, m €*:
v = Zy und (¢, Z, . ¢',m1) €= und v =170
Wir nennen — die a- Transitionsrelation auf den Konfigurationen.

(iii) Fiir jedes Wort w € X* ist = eine 2-stellige Relation auf den Konfigurationen von K, die

induktiv definiert ist:

e (¢,7) = (¢,7"), falls In > 0: (¢,7) > o0...0 (¢, 7)

n-mal
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o (¢,7)Z (¢,7), falls (¢,7) = 0o % 0 2 (¢,7), fiir alle a € 3.

. w . . ag . . .
Wir nennen = die erweiterte w - Transitionsrelation auf den Konfigurationen.

Bemerkung : Fiir alle « € X U {e},ay,...,a, € ¥ und wy,wy € ¥* gilt:

[0

(i) (g.7) = (¢',+) impliziert (q,7) = (¢',7').

(i) (q,7) tLln (¢, gdw.(q,7) So08oS . . So0BoS (d,~")
gdw. (¢,7) Fo...0 2 (¢,7)

(ifi) (g,7) =¥ (¢,7) gdw. (q,7) = o = (¢',7)

Fiir KA’s gibt es zwei Varianten von Sprach-Akzeptanz, die wir jetzt definieren kénnen.

3.3 Definition (Akzeptanz):
Sei K = (3,Q,T,—,qo, Zo, F') ein KA und w € ¥*.

(i) K akzeptiert w, falls g€ F Iy eT*:  (qo, Zo) = (q,7).

Die von K akzeptierte (oder erkannte) Sprache ist

L(K) = {w € ¥*| K akzeptiert w}.

(ii) K akzeptiert w mit dem leeren Keller,
falls
JeQ: (20, %) = (¢,9).

Die von K mit leerem Keller akzeptierte (oder erkannte) Sprache ist
L.(K) = {w € ¥* | K akzeptiert w mit leerem Keller }.

Beispiel : Wir konstruieren einen Kellerautomaten, der die bekannte Sprache L = {a"b" | n € N}

akzeptiert. Setze
K= ({av b}7 {QO’ q1, QQ}, {a7 Z}’ —,q0, Z, {QO})v

wobei die Transitionsrelation — aus den folgenden Transitionen besteht:

(1) (00,2) = (q1,02)
(2) (q1,0) = (q1,aa)
3)  (a.a) > (ae)
@) (aa) > ()
(5) (2,2) = (q0.¢)

IC akzeptiert a™b™ fiir n > 1 durch folgende 2n + 1 Transitionen, die wir der Deutlichkeit halber
mit ihren Nummern 1 bis 5 indiziert haben:
(90, Z) =1 (q1,0Z) 52 (q1,0aZ) ... =5 (q1,a"Z)
b _ b _ b
—3 (q2,a" 1 2) =4 (q2,a"2Z) ... =4 (g2, 2)

—E>5 (Qmé“)
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Damit gilt fiir n > 1 die Beziehung (qo, Z) LA (qo,€). Fiir n = 0 gilt trivialerweise (g, Z) =
(g0, Z). Da go Endzustand von K ist, folgt L C L(K).

Fiir die Inklusion L(K) C L miissen wir das Transitions - Verhalten von K analysieren. Dazu
indizieren wir die Transitionen wie eben. Wir stellen fest, dass K deterministisch ist, d.h. beim
buchstabenweisen Lesen eines gegebenen Eingabewortes ist jeweils genau eine Transition an-
wendbar. Und zwar sind genau die folgenden Transitionssequenzen moglich, wobei n > m > 0

gilt:

L4 (QO,Z) _a>1 o <_a>2) (QI7Gn+IZ)

m

o (0,7) =10 (—a>2)n o330 (—b>4) (¢2,0""™Z)
e (q,Z) =10 (—a>2)n0 —b>3 o (—b>4)n0 S5 (40, )
Daher akzeptiert I nur Worter der Form a™b". Insgesamt gilt also L(K) = L.

Wir bemerken ferner, dass bis auf den Fall n = 0 der Automat K alle Worter a”b™ mit dem
leeren Keller akzeptiert: L.(K) = {a"b"™ |n > 1}.

Wir wollen jetzt allgemeine Eigenschaften von Kellerautomaten herleiten. Dazu benétigen wir
héufig das folgende Top — Lemma. Es besagt anschaulich, dass Verdnderungen an der Spitze

(dem Top) des Kellers unabhiingig vom tieferen Inhalt des Kellers sind.

3.4 Lemma (Top des Kellers):Sei £ = (X,Q,T',—, qo, Zo, F) ein Kellerautomat. Dann gilt
fiir alle w € ¥*, q,¢' € Q, Z € ' und v € I'*: wenn

(9, 2) = (¢',e),

so auch

(¢, Z27) = (d',7)-

Beweis : Ubungsaufgabe O

Wir zeigen jetzt, dass die beiden Varianten von Sprach-Akzeptanz dquivalent sind.

3.5 Satz (Akzeptanz):

(1) Zu jedem KA A kann ein KA B mit L(A) = L.(B) konstruiert werden.

(2) Zu jedem KA A kann ein KA B mit L.(A) = L(B) konstruiert werden.

Beweis : Sei A = (3,Q,T, — 4, qo, Zo, F).

Zu (1): Die Beweisidee ist einfach: B arbeitet wie A und leert von Endzustéinden aus den
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Keller. Es muss jedoch darauf geachtet werden, dass B keinen leeren Keller erhélt durch Einga-
beworter, die A nicht akzeptiert. Deshalb benutzt B ein zusétzliches Symbol # zur Markierung

des Kellerbodens. Genauer konstruieren wir:

B=(%,QU{qp, ¢}, T U{#},—B,q5,#,0)

mit B, g ¢ Q@ und # ¢ I' und folgender Transitionsrelation:

—B = {(QB,#,E,QO,ZO#)} ,,Starten von A*
U—4 ,Arbeiten wie A“

U{(q,Z,¢,q:6)lqe F,Z e T U{#}}

,Leeren des Kellers“
U {(qé-?’ Z,{-j, QEve) | Z € r U {#}}

Dann gilt fiir alle w € ¥*,g € F und v € I'*:

(g0, Zo) =>4 (¢,7)

gdw.
(QBv #) _[;:B (QO7ZO#) éw.A (Q7/}/#) _€>B (QS)‘E)'

(Fiir die ,,wenn-dann® - Richtung wird das Top - Lemma angewandt.) Mit einer Analyse der

Anwendbarkeit der neuen Transitionen in B erhilt man daraus L(A) = L.(B).

Zu (2): Beweisidee: B arbeitet wie A, benutzt aber ein zusétzliches Symbol # zur Markierung
des Kellerbodens. Sobald A seinen Keller geleert hat, liest B das Symbol # und geht in einen

Endzustand iiber. Die genaue Konstruktion von B ist eine Ubungsaufgabe. g

Wir wollen jetzt zeigen, dass die nichtdeterministischen Kellerautomaten genau die kontextfreien
Sprachen (mit leerem Keller) akzeptieren. Zunéchst konstruieren wir zu einer gegebenen kontext-
freien Grammatik G einen Kellerautomaten, der einen nichtdeterministischen ,,top-down* Parser
der Sprache L(G) darstellt.

3.6 Satz : Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man einen nichtdeterministischen Keller-
automaten K mit L.(K) = L(G) konstruieren.

Beweis : Sei G = (N, T, P, S). Wir konstruieren K so, dass er die Linksableitungen in G simuliert:
IC = (T’ {q}’ N U T? —>7 q’ S’ ®)7

wobei die Transitionsrelation — aus den folgenden Transitionstypen besteht:

(1) (g,4) = (qu), falls A—ueP,
(2) (q,a) =5 (q,¢), fallsacT.

Die Arbeitsweise von K ist so: Zunichst steht S im Keller. Eine Regelanwendung A — u der
Grammatik wird im Keller nachvollzogen, indem das oberste Kellersymbol A durch u ersetzt
wird. Stehen dann Terminalsymbole an der Kellerspitze, so werden sie mit den Symbolen des Ein-

gabewortes verglichen und bei Ubereinstimmung aus dem Keller entfernt. Auf diese Weise wird
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schrittweise eine Linksableitung des Eingabewortes durch I hergestellt. Gelingt diese Ableitung,
so akzeptiert K das Eingabewort mit dem leeren Keller. Die Anwendung der Transitionen vom
Typ (1) ist nichtdeterministisch, wenn es mehrere Regeln mit demselben Nichtterminalsymbol
A in P gibt. Der einzige Zustand ¢ spielt beim Transitionsverhalten von K keine Rolle, muss

aber der Vollstandigkeit halber bei der Definition von K angegeben werden.

Um zu zeigen, dass L(G) = L.(K) gilt, untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Linksab-
leitungen in G und Transitionsfolgen in K genauer. Dabei benutzen wir folgende Abkiirzungen
fiir Worter w € (N UT)*:

e wr = lingstes Prifix von w mit wy € T,

e wp ist der Rest von w, definiert durch w = wrwg.

Behauptung 1 Fiir alle A € N,w € (NUT)* n > 0 und Linksableitungen

AI—G”.I—Gw
——

n-mal

der Lénge n gilt

wT,

(Q7 A) = (Q7 ’LUR)-
Beweis mit Induktion nach n:
n = 0: Dann ist w = A, also wy = € und wg = A. Trivialerweise gilt (¢, A) = (q, A).

n — n + 1: Wir analysieren den letzten Schritt einer Linksableitung der Lange n + 1:

Al—G thb:ﬂ}TBU l_G 'IIJTU'U:U)
——

n-mal

fir B € N und u,v € (N UT)* mit B — u € P. Nach Induktions-Voraussetzung gilt
(4, 4) =5 (g, Bv).

Mit dem Transitionstyp (1) folgt
(¢, Bv) = (q,uwv).

Mit dem Transitionstyp (2) gilt aulerdem

(g, uv) (u:U)>T (q, (uv)R).

Da wr = (Wruv)r = wr(uwv)r und wr = (Wruv)r = (uv)g gilt, erhalten wir insgesamt
(Q7 A) g (Q7 wR)'
Damit ist Behauptung 1 bewiesen.

Behauptung 2 Fiir alle A € N,;m > 0,a1,...,am € TU{e},70,---,%m € (N UT)* und alle

Transitionsfolgen
o

(4, A) = (a,7%) =5 (¢;71) - = (¢, Ym)
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der Lénge m gilt

AL ar .. amYm.
Beweis mit Induktion nach m:
m = 0: Dann ist v9 = A. Trivialerweise gilt A -7, A.
m — m + 1: Wir analysieren die letzte Transition

am

(q’ Vm) —+)1 (q’ ’7m+1)'

Nach Induktions-Voraussetzung gilt A =5 aq ... ym.

Fall a1 =€

Dann wurde Transitionstyp (1) angewandt und die Transition ist von der Form

(4,vm) = (¢, Bv) = (g, uv) = (¢, Ym+1)
fiir gewisse B € N und w,v € (N UT)* mit B — u € P. Damit gilt

AFGar...apBukg al...anuv = o ... Qg1 Ym+1-

Fall 41 =a €T

Dann wurde Transitionstyp (2) angewandt und die Transition ist von der Form

(¢,9m) = (g:av) = (¢,v) = (¢, Ym+1)
fiir ein gewisses v € (N UT)*. Dann gilt
ARG ar...amav = aq ... Qi1 Ym+1-

Damit ist auch Behauptung 2 bewiesen.

Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt insbesondere, dass fiir alle Worter w € T gilt:

Styw gdw. (¢,9) = (g.¢)

gdw. K akzeptiert w mit leerem Keller.

Also gilt L(G) = L¢(K) wie gewiinscht. O

Beispiel : Wir betrachten noch einmal die Sprache L = {a"b"|n € N}. Wir hatten bereits
gesehen, dass die Sprache durch die kontextfreie Grammatik G; = ({S}, {a, b}, P1,.5), wobei P;
aus den Produktionen

S — e|aSb

besteht, erzeugt wird: L(G1) = L. Die im obigen Beweis benutzte Konstruktion liefert den

Kellerautomaten

K1 = ({CL, b}v {CI}, {Sa a, b}v —,4, 5, @)7
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wobei die Transitionsrelation — aus folgenden Transitionen besteht:

(¢,5) = (g,9)
(¢,5) = (g,aSb)
(g;a) = (g,¢)
(0.0) > (g

Aus dem Beweis folgt: L.(K1) = L(G1). Zur Veranschaulichung sei die Transitionsfolge von Ky

beim Akzeptieren von a?b? betrachtet:

(¢,5) = (g.a5h) 5 (q,Sb)
5 (g,aSbb) % (g, Sbb)
(@) B (g.b) > (g.0).

Jetzt konstruieren wir umgekehrt zu jedem gegebenen Kellerautomat eine passende kontextfreie

Grammatik.

3.7 Satz : Zu jedem Kellerautomaten K kann man eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) =

L:(K) konstruieren.
Beweis : Sei £ = (£,Q,T',—, qo, Zo, F'). Wir konstruieren G = (N, T, P, S) mit T'= ¥ und
N={S}U{l¢,Z,d]|l¢,d € Q und Z € T'}.
Die Idee der Nichtterminalsymbole [q, Z, ¢] ist wie folgt:
(1) Von [gq, Z,q'] aus sollen in G alle Worter w € ¥* erzeugt werden, die K von der Konfigu-
ration (g, Z) aus mit leerem Keller und dem Zustand ¢’ akzeptieren kann: (¢, Z) = (¢/,€).

(2) Eine Transition (q, Z) < (rg, Z1 ... Zx) von K wird deshalb in G' durch folgende Produk-

tionen nachgebildet:
lq, Z, 1) — alro, Z1,7m1][r1, Za, 2] . [Th—1, Zk, k],

wobei die ri,...,r; iiber ganz @ laufen. Von [rg, Z1,71] aus werden die Worter erzeugt,
die von K bis zum Abbau des Symbols Z; akzeptiert werden, von [ry, Za,rs] die Worter,
die von KC bis zum Abbau des Symbols Z, akzeptiert werden, usw. Die Zwischenzustéinde
ri,...,TE_1 sind diejenigen, die K unmittelbar nach dem Abbau der Symbole Z1, ..., Z;_1

erreicht.

Genauer besteht P aus den folgenden Transitionen:

e Typ (1): S — [qo, Zo,r] € P fiir alle r € Q,

e Typ (2): Fiir jede Transition (¢, Z) = (19, Z1 ... Zx) mit « € YU {e} und k& > 1 in K:
lq, Z,rx] — afro, Z1,71] - [rg—1, Zk, 7| € P fiir alle r1,...,r; € Q.



57

e Typ (3): (Spezialfall von (2) fiir k = 0.) Fiir jede Transition (¢, Z) % (ro,¢€) in K:
lq,Z,ro] = o € P.

Um zu zeigen, dass L(G) = L.(K) gilt, untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Ableitun-
gen in G und Transitionfolgen in K.

Behauptung 1 Fiir alle q,¢' € Q, Z €', w € ¥*, n > 1 und Ableitungen in G

4, 2,¢] Fa ... Fg w

<n-mal

der Liange < n gilt fiir
(0.2) = (d¢).

Beweis mit Induktion nach n:

n=1: Aus [¢, Z,q'] F¢ w folgt wegen w € ¥*, dass es sich um den Produktionstyp (3) in G
handelt. Daher gilt w = o € XU {e} und (¢, Z) = (¢, ¢). Also (¢, Z) = (¢, ).

n — n + 1: Wir analysieren den ersten Schritt einer Ableitung der Liange n + 1, der mit dem

Produktionstyp (2) erfolgen muss:

lq, Z,r¢] Fa alro, Z1,7r1] .. [Pk—1, Zk,7k] Fa .- Fa awy ... wp = w,
———

n-mal

wobei (¢, 2) S (ro, Zy... Zy) in K, r, = ¢, a € XU {e}, wy,...,wp € 2* und

['f'z‘—l, Zi,ri] l_G . l_G’ W
—_——
<n-mal
fir ¢ = 1,...,k gilt. Nach Induktions-Voraussetzung gilt in I
(rie1, Zi) = (ri,¢€)

fir i =1,...,k und daher mit dem Top—Lemma

(0.2) % (ro,Zy...Zy) 2 (r1,%Za...2))

(re-1,Zk) = (rp,e).

Also insgesamt (¢, Z) = (¢, ) fiir K wie gewiinscht.

Behauptung 2 Fiiralleq,¢ € Q, Z €T, n>1, aq,...,a, € XU{e} und alle Transitionsfolgen
(Q7Z) SBo0 X (q/,e)

in IC der Liange n gilt in G
(4, Z,¢] F& ar ... an.

Beweis mit Induktion nach n:
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n = 1: Dann gilt (¢,2) 2 (¢, ). Nach Definition von P in G — siehe Produktionstyp (3) —
folgt [q, Z,¢'] Fa .

n — n + 1: Wir analysieren den ersten Schritt einer Transitionsfolge in C der Lange n + 1:
(4, 2) % (ro, 21 Z)) Bo--0 "8 (¢ e),
wobei k > 1 gilt. Nach Definition von P gibt es in G eine Produktion vom Typ (2)

4, 2,4 — aa[ro, Z1,m1) - [Tk—1, Zk, k]

mit 7, = ¢’. Wir betrachten den sukzessiven Abbau des Kellerinhalts Z; ... Z; von K genauer.

Dazu gibt es in K Transitionsfolgen

o Qlm
(ro, Z1) =>o0---0 — (r1,¢)
(%51 almnk ’
(rk—1,Zg) —> 0--0 — (r,€) = (¢',€)
mit ag ... Qg1 = Q11 .. Qg - - - Ol - -+ Qe und Mg, ..., My, < n. Nach Induktions-Voraussetzung

gilt in G

[Fic1, Ziy 1] F&qut - . i,
fir i =1,..., k. Insgesamt ergibt sich in G
(4, Z,¢1 & aras . .. apaq
wie gewiinscht.
Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt: fiir alle ¢ € Q und w € ¥* gilt in G

S Fa g0, Zo,q) FG w

gdw. in K
(90, Z0) = (q,¢)

gilt. Damit haben wir insgesamt L(G) = L.(K) gezeigt. O
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84 Abschlusseigenschaften

Wir untersuchen jetzt, unter welchen Operationen die Klasse der kontextfreien Sprachen abge-
schlossen ist. Im Gegensatz zu den reguléiren (also endlich akzeptierbaren) Sprachen haben wir

folgendes Resultat.

4.1 Satz : Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter den Operationen

(i) Vereinigung,
(ii) Konkatenation,
(iii) Iteration,

(iv) Durchschnitt mit reguléren Sprachen.
Dagegen ist die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen unter den Operationen

(v) Durchschnitt,

(vi) Komplement.

Beweis : Seien L1, Ly C T* kontextfrei. Dann gibt es kontextfreie Grammatiken G; = (N;, T, P;, S;)
mit L(G;) = L;, wobei i = 1,2 und NN Ny = (). Wir zeigen zunéchst, dass Ly ULsg, Ly - Ly und L}
kontextfrei sind. Anschlieend betrachten wir die Operationen Durchschnitt und Komplement.
Sei S ¢ N1 U Ny ein neues Startsymbol.

(i) L1 U Lg: Betrachte die kontextfreie Grammatik G = ({S} U N1 U Ny, T, P, S) mit
P={S— 51,5 — So} UP, UP,. Offenbar gilt L(G) = L1 U Ls.

(ii) Ly - La: Betrachte die kontextfreie Grammatik G = ({S} U Ny U No, T, P, S) mit
P ={S — 515} UP, UP,. Offenbar gilt L(G) = Ly - Lo.

(iii) Lj: Betrachte die kontextfreie Grammatik G = ({S} U N1, T, P, S) mit
P={S—¢ 88— 51S}UP. Dann gilt S+, ST fiir alle n > 0 und damit L(G) = Lj.

(iv) L1 NregSpr: Fiir den Durchschnitt mit reguldren Sprachen nutzen wir die Darstellung von
kontextfreien und reguléren Sprachen durch Kellerautomaten bzw. endliche Automaten
aus. Sei L1 = L(K;) fiir den (nichtdeterministischen) KA Ky = (T, Q1,T, —1, qo1, Zo, F1)
und Lo = L(Ag) fiir den DEA Ay = (T, Q2, —2, qo2, F»). Wir konstruieren aus K; und Ay
den (nichtdeterministischen) KA

K= (T,Q1 x Q2,T',—,(qo1,q02), F1 x F32),

wobei die Transitionsrelation — fiir ¢1,¢] € Q1,¢2,¢5 € Q2,Z € ',a € TU{e} und v € T"*
so definiert ist:
((q1,92), 2) = ((41,43),7') in K
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(vi)

gdw.
(q1,2) = (¢}, in K1 und g9 3 ¢, in As.

Man beachte, dass im Spezialfall & = ¢ die Notation ga —9 ¢4 fiir den DEA Aj einfach
g2 = ¢, bedeutet. (Vergleiche dazu die Definition der erweiterten Transitionsrelation ¢ =
¢ fir DEA’s im Abschnitt1) Die Relation % von K modelliert also das synchrone parallele
Fortschreiten der Einzelautomaten C; und As. Im Spezialfall o = € schreitet jedoch nur
KC1 durch einen spontanen e-Ubergang voran, wihrend der DEA A, im aktuellen Zustand
stehen bleibt.

Wir zeigen, dass fiir das Akzeptieren mit Endzustinden gilt: L(K) = L(Ky) N L(Ag) =

LiNLy. Seidazuw=ay...ap €T" mit n >0und a; € T fiir i = 1,...,n. Dann gilt:

we LK) & Iq,q)eFyel*: ((qo1,q02), Zo) = 0---0 2 ((q1,¢2),7)
& ApeF, e,y el*: (qo1,Z0) =100 (q1,7)
und qo2 —a>12 O"'Oiyz q2

< we LK) N L(Ag).

nicht L1 N Le: Dagegen sind die kontextfreien Sprachen nicht gegeniiber dem Durchschnitt

mit anderen kontextfreien Sprachen abgeschlossen. Betrachte dazu
Ly = {a™b"c" |m,n > 0}

und

Ly = {a™b™c" |m,n > 0}.

Es ist leicht einzusehen, dass L; und Lo kontextfrei sind. Zum Beispiel kann L; duch die
kontextfreie Grammatik G = ({S, A4, B}, {a,b,c}, P, S} mit folgendem P erzeugt werden:

S — AB,
A — elaA,
B — ¢|bBe.

Der Durchschnitt von L; und Lo liefert jedoch die Sprache
LN Ly ={a"b"c" |n > 0},
von der wir mit Hilfe des Pumping Lemmas gezeigt haben, dass sie nicht kontextfrei ist.

nicht L;: Die kontextfreien Sprachen sind auch nicht gegeniiber dem Komplement abge-
schlossen. Diese Aussage folgt sofort aus (i) und (v) mit den De Morganschen Rechenregeln.

Waren die kontextfreien Sprachen unter dem Komplement abgeschlossen, so wiren sie auch

gegeniiber dem Durchschnitt abgeschlossen, weil Ly N Ly = Ly U Ly gilt.
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85 Transformation in Normalformen

Fiir Untersuchungen iiber kontextfreie Sprachen ist es giinstig, wenn die Regeln der zugrundege-
legten kontextfreien Grammatiken von moglichst einfacher Bauart sind. Wir stellen deshalb in
diesem Abschnitt Transformationen vor, die gegebene kontextfreie Grammatiken in dquivalente

Grammatiken iiberfithren, deren Regeln zusétzlichen Bedingungen geniigen.
5.1 Definition : Eine e- Produktion ist eine Regel der Form A — e. Eine kontextfreie Grammatik
G = (N, T, P,S) heiit e-frei, falls es in G
(i) entweder iiberhaupt keine e-Produktion gibt
(ii) oder nur die e-Produktion S — ¢ und S dann nicht auf der rechten Seite irgendeiner
Produktion in G auftritt.
Im Fall (i) gilt € ¢ L(G) und im Fall (ii) gilt € € L(G).

5.2 Satz : Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich in eine dquivalente e-freie Grammatik trans-

formieren.

Beweis : Sei G = (N, T, P, S) kontextfrei. G moge e-Produktionen enthalten; anderenfalls ist
nichts zu tun. Ein Symbol A € N heifle ldschbar, falls A -, € gilt.

Schritt 1 Wir bestimmen zunichst alle loschbaren A € N. Dazu bestimmen wir induktiv

Mengen N7, No, N3, ... von loschbaren Nichtterminalsymbolen:

Ny = {AeN|A—e€cP}
Ny = NkU{AGN’AﬁB1...BnGPmitBl,...,BnENk}

Diese Mengen bilden eine nach oben beschriankte, aufsteigende Folge:
N1 CNyCN3C...CN.
Da N endlich ist, gibt es ein kleinstes kg mit Ng, = Ngy+1.

Behauptung: A € N, <= A ist l6schbar.
»=" ist klar nach Definition von Ny, .

<" zeigt man mit Induktion iiber die Tiefe des Ableitungsbaumes von A nach e.

Schritt 2 Wir konstruieren eine zu G #dquivalente Grammatik G’ = (N',T, P’,S"). Dabei sei
S’ ein neues Startsymbol und N/ = {S’} U N. Die Produktionsmenge P’ wird in zwei Schritten

definiert. Zunéchst fithren wir die Menge P, ein, die aus P entsteht, indem jede Produktion
A— (..., €P
mit B1,...,08, € NUT und n > 1 durch sdmtliche Produktionen der Form
A—ay...ap

ersetzt wird, wobei folgendes gilt:
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e Falls 5; € N l6schbar ist, dann ist a; = € oder «; = (3;.
e Falls §5; € T oder §; € N nicht l6schbar ist, dann ist a; = ;.

e Nicht alle ¢;’s sind «.

Dann gilt: Py enthilt keine e-Produktionen und P — {A — | A € N} C Py. P’ entsteht dann
aus Py wie folgt:

P ={S" — ¢|S ist 16schbar JU{S" - u|S —ue R}UPR

Damit ist G’ vollstéindig definiert. Es bleibt zu zeigen: L(G’) = L(G).

»C“: Diese Inklusion ist klar, weil aus S” — u € P’ folgt, dass S F{, u gilt, und aus A — u € P’
mit A € N folgt, dass A ¢, u gilt.

,2% Falls € € L(QG) gilt, ist S 16schbar und daher S’ — ¢ € P’. Also gilt dann auch ¢ € L(G’).
Sei jetzt w € L(G) — {e}. Betrachte einen Ableitungsbaum von S nach w in G:

é
/ ;@; N

Wir erhalten daraus einen Ableitungsbaum von S’ nach w in G’, indem wir S durch S’ ersetzen

und alle maximalen Unterbéume, die Ableitungen der Form A I, e darstellen, entfernen:

AN

Daher gilt w € L(G"). O
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5.3 Definition : Eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) ist in Chomsky-Normalform

wenn folgendes gilt:

e G ist e-frei (so dass hochstens S — e € P erlaubt ist),
e jede Produktion in P anders als S — ¢ ist von der Form
A—a oder A— BC,

wobei A, B,C' € N und a € T sind.

5.4 Satz : Jede kontextfreie Grammatik lésst sich in eine dquivalente Grammatik in Chomsky-

Normalform transformieren.

Beweis : siche Literatur. O

5.5 Definition : Eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) ist in Greibach-Normalform,

wenn folgendes gilt:

o G ist e-frei (so dass hochstens S — ¢ € P erlaubt ist),
e jede Produktion in P anders als S — ¢ ist von der Form
A— a31 ce Bk,

wobei k> 0,A,B1,...,B; € N und a € T sind.

5.6 Satz : Jede kontextfreie Grammatik lésst sich in eine dquivalente Grammatik in Greibach-

Normalform transformieren.

Beweis : siche Literatur. O
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§6 Deterministische kontextfreie Sprachen

Im Abschnitt 3 haben wir gezeigt, dass jede kontextfreie Sprache von einem im allgemeinen
nichtdeterministischen Kellerautomaten akzeptiert werden kann. Es stellt sich die Frage, ob wir
wie bei endlichen Automaten den Nichtdeterminismus beseitigen kénnen und stets dquivalente
deterministische Kellerautomaten konstruieren konnen. Diese Frage ist auch von praktischer
Bedeutung fiir die Konstruktion von Parsern fiir gegebene kontextfreie Sprachen. Wir prézisieren

zunéchst den Begriff Determinismus fiir Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen.

6.1 Definition :

(i) Ein Kellerautomat K = (£,Q,T", —, qo, Zo, F') heiit deterministisch, falls die Transitions-

relation — folgende Bedingungen erfiillt:

Vge @, ZeTl', acX:
( Anzahl der Transitionen der Form (¢, Z) % - -
+ Anzahl der Transitionen der Form (¢, Z) = ---) <1

(ii) Eine kontextfreie Sprache L heifit deterministisch, falls es einen deterministischen Keller-
automaten K mit L = L(K) (Akzeptanz mit Endzustinden) gibt.

Beispiel : Die Sprache L = {a"b" |n € N} ist deterministisch, denn im Abschnitt 3 haben wir

einen deterministischen Kellerautomaten K mit L(K) = L angegeben.

Beispiel : Auch die Sprache PAL. = {wcw® |w € {a,b}*} von Palindromen mit ¢ als Mittel-

symbol ist deterministisch kontextfrei. Die Notation w’ bedeute das Wort w riickwiirts gelesen.

Fiir deterministische Kellerautomaten gilt der Satz 3.5 nicht, so dass wir L(K) (Akzeptanz mit

Endzusténden) nicht stets durch L.(K) (Akzeptanz mit leerem Keller) ersetzen kénnen.

Wir zeigen jetzt, dass nicht alle kontextfreien Sprachen deterministisch sind. Dazu benutzen wir

den folgenden Satz.
6.2 Satz : Deterministische kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Zum Beweis: Man kénnte wie bei endlichen Automaten vorgehen und zu einem deterministisch-
en KA K = (2,Q,T,—,qo, Zo, F) den deterministischen KA K" = (X,Q,T, —,qo, Z0,Q — F)
betrachten. Leider gilt im allgemeinen L(K') 2 ¥* — L(K). Den Grund dafiir, dass nicht al-
le Worter aus dem Komplement von L(K) akzeptiert werden, bilden die nichtterminierenden

Berechnungen. Wenn z.B. eine Transition
(a,4) = (q,A4)

einmal verwendet wird, dann muss sie im deterministischen Fall immer wieder verwendet werden;
das Kellerband wird dann unendlich lange beschrieben, und C hilt nicht an. Falls diese Situation
bei einem Eingabewort w € X* eintritt, dann gilt w ¢ L(K). Die gleiche Situation tritt aber
dann bei K’ auf, d.h. es gilt ebenfalls w ¢ L(K').
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Man muss also zunéchst K in einen dquivalenten deterministischen KA umwandeln, der fiir jedes
Eingabewort nach endlich vielen Schritten anhiilt. Eine solche Konstruktion ist bei Kellerauto-

maten tatséchlich moglich, da man die Menge
{(g,4)| 3y € T* mit (g,4) = (¢, Av)}

effektiv zu K konstruieren und die entsprechenden Transitionen (q, A) = (¢/,7/) streichen, bzw.

geeignet ersetzen kann.

Details: selbst iiberlegen oder in der Literatur nachsehen. O

6.3 Korollar : Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht deterministisch sind.

Beweis : Wenn alle kontextfreien Sprachen deterministisch wéren, so wiren die kontextfreien

Sprachen unter Komplementbildung abgeschlossen. Widerspruch zum Satz aus Abschnitt 4.1 [

6.4 Lemma : Deterministische kontextfreie Sprachen sind

(i) abgeschlossen gegen Durchschnitt mit reguléren Sprachen,

(ii) nicht abgeschlossen gegen Vereinigung, Durchschnitt, Konkatenation und Iteration.

Beweis : (i) beweist man mit der selben Konstruktion des nichtdeterministischen Falls (siehe
Abschnitt 4.1); der dort aus K7 und Ay gebildete KA K ist deterministisch, falls K; determinis-
tisch ist.

(i) Die Sprachen Ly = {a™b"c" |m,n > 0} und Ly = {a™b™c" | m,n > 0} sind beide determinis-
tisch kontextfrei, ihr Durchschnitt ist jedoch nicht einmal kontextfrei. Wegen L1 N Ly = L1 U Lo
sind die deterministisch kontextfreien Sprachen auch nicht gegen Vereinigung abgeschlossen. Zu

Konkatenation und Iteration: siche Literatur oder in den Ubungen. U

Als Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache, die nicht deterministisch ist, betrachten wir
PAL = {ww®|w € {a,b}* Nw # ¢},

die Sprache aller nicht leeren Palindrome gerader Linge. Die Notation w’* bedeute das Wort w

riickwérts gelesen. Natiirlich ist PAL kontextfrei: zur Erzeugung geniigen die Produktionen
S — aa|bb|aSa|bSh.

Um zu zeigen, dass PAL nicht deterministisch ist, benutzen wir einen Hilfsoperator Min.
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6.5 Definition : Zu einer Sprache L C ¥* sei
Min(L) = {w € L| es gibt kein echtes Préfix v von w mit v € L},

wobei v echtes Prdfiz von w heifit, falls v # w und Ju € ¥X* : w = v - w.
6.6 Lemma : Wenn L mit € ¢ L deterministisch kontextfrei ist, so auch Min(L).

Beweis : Betrachte einen deterministischen KA £ = (3,Q,T, —, qo, Zo, F') mit L(K) = L.
Wegen ¢ € L gilt qo ¢ F. Wir dndern K zu einem KA K ab, der wie K arbeitet, aber in jeder
Transitionsfolge hdchstens einmal in einen Endzustand aus F' gerdt und dann sofort anhilt.
Betrachte dazu einen neuen Zustand ¢; ¢ @ und definiere K1 = (X, QU{q1}, T, —1, 0, Zo, {q1})

mit

-1 = {(Q7 Z7a7q/7’yl)|q€ Q_F und (Q7 Z,Oé,q,,’)/,) €_>}
U {(¢,Z,e,q1,Z)|q€ Fund Z €T}
Ky ist deterministisch, und es gilt L(K1) = Min(L(K)), weil I deterministisch ist. O

Wir zeigen jetzt:
6.7 Satz : Die kontextfreie Sprache PAL ist nicht deterministisch.

Beweis : Annahme: PAL ist deterministisch. Nach den vorangegangenen beiden Lemmata ist

dann auch die Sprache
Lo = Min(PAL) N L((ab)™ (ba)™ (ab) ™ (ba)™)

deterministisch kontextfrei. Dabei steht (ab)™ fiir den reguldren Ausdruck ab(ab)* und analog
(ba)™ fiir den reguliiren Ausdruck ba(ba)*. Da alle Worter in Ly Palindrome gerader Lénge ohne
echtes Prifix sind, gilt

Lo = {(ab)!(ba)’ (ab)? (ba)’ |i > j > 0}.

Nach dem Pumping Lemma gibt es fiir Ly ein n € N mit den dort genannten Eigenschaften.

Insbesondere lasst sich dann das Wort
z = (ab)" " (ba)™ (ab)™ (ba)" ™! € Ly

zerlegen in z = wvwzry. Da der Mittelteil vwz die Bedingungen |vwz| < n und vz # e erfiillt,
lisst sich zeigen, dass nicht alle Worter der Form uvlwa'y mit i+ € N in Lo liegen kénnen. Daher

ist Lo nicht einmal kontextfrei, geschweige denn deterministisch kontextfrei. Widerspruch — [

Anmerkung: Da Lj nicht kontextfrei ist, folgt aus den Abschlusseigenschaften, dass die kontext-

freien Sprachen nicht gegen den Operator Min abgeschlossen sind.

Fiir die praktische Syntaxanalyse von Programmiersprachen werden genau die deterministischen
kontextfreien Sprachen eingesetzt. Es gibt zwei verschiedene Methoden zur Syntaxanalyse: In der
top-down Methode werden die Ableitungsbidume vom Startsymbol der Grammatik aus konstru-

iert und in der bottom-up Methode vom vorgegebenen Wort aus rekonstruiert. Es wird verlangt,
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dass der jeweils néchste Ableitungsschritt eindeutig aus einer Vorausschau (,,look ahead*) von

k Symbolen fiir ein geeignetes k > 0 ermittelt werden kann.

Fiir die top-down Methode sind die sogenannten LL(k)-Grammatiken gebréuchlich. Das sind
kontextfreie Grammatiken G = (N, T, P, S), wo fiir jedes Zwischenwort w; Av in einer Linksab-
leitung S F7, wiAv G wiwg = w von S zu einem Wort w € T™ das Stiick Av und die ersten
k Symbole des Restes wo von w eindeutig den néchsten Linksableitungsschritt wyAv Fg wiuv

nach w bestimmen. Graphisch kann diese LL(k)-Bedingung wie folgt dargestellt werden:

S
top-down / : \
w1 A v
A
N
U
k Symbole
w3

w=wiwa€T*

Fiir die bottom-up Methode sind sogenannte LR(k)-Grammatiken gebrauchlich. Das sind kon-
textfreie Grammatiken G = (N, T, P, S), bei denen fiir jedes Zwischenwort vws in der bottom-up
Rekonstruktion einer Rechtsableitung S 7, vws F wiws = w von S zu einem Wort w € T
das Stiick v und die ersten £ Symbole vom Rest ws von w eindeutig den vorher nétigen Rechts-
ableitungsschritt 0 Aws kg Puws mit du = v und A — u € P bestimmen. Graphisch kann diese

LR(k)-Bedingung wie folgt dargestellt werden:

S
A
bottom-up 5 u e
ymbo
[ w9

w=wiwo€T*

LL(k)-Grammatiken wurden 1968 von P.M. STEARNS und R.E. STEARNS und LR(k)-Gramma-
tiken 1965 von D.E. KNUTH eingefiihrt. Fiir die von diesen Grammatiken erzeugten LL(k)- und
LR(k)-Sprachen gelten folgende Beziehungen:

. (U LL(k‘)—Sprachen) 2 <U LR(k:)-Sprachen) = determ. kontextfreie Sprachen
k>0 k>0
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e Sogar: LR(1)-Sprachen = determ. kontextfreie Sprachen

Genaue Aussagen iiber diese Grammatiken und Sprachen werden in den Vorlesungen , Formale

Sprachen“ und ,,Compilerbau“ gemacht.
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§7 Entscheidbarkeitsfragen

Die folgenden Konstruktionen sind algorithmisch berechenbar:

o KA akzeptierend mit Endzustéinden « KA akzeptierend mit leerem Keller
e KA « kontextfreie Grammatik
e kontextfreie Grammatik — e-freie Grammatik

e kontextfreie Grammatik — Chomsky- oder Greibach-Normalform

Entscheidbarkeitsfragen iiber kontextfreie Sprachen kénnen daher nach Belieben iiber die Dar-
stellung durch kontextfreie Grammatiken (in Normalformen) oder durch Kellerautomaten beant-
wortet werden. Wir untersuchen dieselben Probleme wie fiir regulire Sprachen (vgl. Kapitel II,
Abschnitt 5).

7.1 Satz (Entscheidbarkeit): Fiir kontextfreie Sprachen sind

e das Wortproblem,
e das Leerheitsproblem,

e das Endlichkeitsproblem

entscheidbar.

Beweis :

Wortproblem: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S) in Greibach-Normal-
form und ein Wort w € T*. Die Frage lautet: Gilt w € L(G)? Der Fall w = ¢ ist sofort zu
entscheiden, da G e-frei ist: ¢ € L(G) <= S — ¢ € P. Sei jetzt w # €. Dann gilt Folgendes:

wGL(G) & dn>1:Skg...Fqgw
—_——

n-mal

< { In Greibach-Normalform produziert jeder Ablei-

tungsschritt genau einen Buchstaben von w. }

Sta...Fgw
—_———

|w|-mal

Um w € L(QG) festzustellen, geniigt es also, alle Ableitungsfolgen der Linge |w| in G zu iiber-
priifen. Daraus folgt die Entscheidbarkeit des Wortproblems. Effizientere Verfahren zur Losung
des Wortproblems fiir kontextfreie Sprachen werden in den Vorlesungen , Formale Sprachen*

und ,,Compilerbau“ vorgestellt.
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Leerheitsproblem: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S). Die Frage
lautet: Gilt L(G) = (7 Sei n die nach dem Pumping Lemma zur kontextfreien Sprache L(G)

gehorige Zahl. Wie fiir regulédre Sprachen zeigt man:
L(G)=0 < 3w e L(G) : |lw| <n.

Damit ldsst sich das Leerheitsproblem entscheiden, indem fiir alle Worter w € T mit |w| < n

das Wortproblem entschieden wird.

Endlichkeitsproblem: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (N, T, P, S). Die Frage

lautet: Ist L(G) endlich? Sei n wie eben. Dann zeigt man wie fiir regulére Sprachen:
L(G) ist endlich <= —Jw e L(G) :n<|w|<2-n

Damit kann das Endlichkeitsproblem durch endlichmaliges Losen des Wortproblems entschieden
werden. g
Im Gegensatz zu reguléren Sprachen gilt jedoch folgendes Resultat.

7.2 Satz (Unentscheidbarkeit): Fiir kontextfreie Sprachen sind

e das Schnittproblem,
e das Aquivalenzproblem,

e das Inklusionsproblem

unentscheidbar.
Dieser Satz kénnen wir erst beweisen, wenn wir den Begriff des Algorithmus formalisiert haben.

Fin weiteres Unentscheidbarkeitsresultat betrifft die Mehrdeutigkeit von kontextfreien Gramma-
tiken. Fiir die praktische Anwendung von kontextfreien Grammatiken zur Syntaxbeschreibung
von Programmiersprachen wire es angenehm, einen algorithmischen Test auf Mehrdeutigkeit zu

haben. Wir zeigen jedoch spéter, dass es einen solchen Test nicht gibt.
7.3 Satz : Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik mehrdeutig ist.

In der Praxis ldsst sich das Problem, die Mehrdeutigkeit testen zu miissen, recht einfach durch die
Beschrénkung auf LR(1)-Grammatiken bzw. Teilklassen hiervon umgehen. Die LR(1)-Eigenschaft
kann algorithmisch entschieden werden, und da LR-Grammatiken stets eindeutig sind (weil der
letzte Rechtsableitungsschritt immer eindeutig bestimmt sein muss und daher jedes Wort nur
eine Rechtsableitung haben kann), entfillt das Problem der Mehrdeutigkeit.



Kapitel IV

Zum Begriftf des Algorithmus:

Was 1st maschinell berechenbar?

81 Turingmaschinen

1936 von A.M. TURING (1912-1954) eingefiihrt. Es soll ein moglichst elementares Modell fiir
das Rechnen mit Bleistift und Papier angegeben werden. Hierzu ben6tigt man ein Arbeitsband,

auf dem man Zeichen eintragen und verédndern kann und eine endliche Berechnungsvorschrift

(Programm).
Skizze
uiGg|T|I1|/ulufj--- L: bedeutet: gehe ein
L ~,—R b b Feld auf dem Band
x nach links.

: 1 h rechts.
qgeq Turingprogramm & R: analog nach rechts

endlich S : keine Bewegung.

1.1 Definition : Eine Turingmaschine, kurz TM, ist eine Struktur 7 = (Q, %, T, J, go,U) mit
folgenden Eigenschaften:

(i) @ ist endliche, nichtleere Menge von Zustdinden,

(ii) o € @ ist der Anfangszustand,

(iii) T ist endliche nichtleere Menge, das Bandalphabet, mit Q NT = (),
(iv) X CT ist das Eingabealphabet,

iv
(v) Uel —Xist das Leerzeichen oder Blank

71
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(vi) 0:QxT parg Q xT x {R, L, S} ist die Uberfihrungsfunktion.
Darstellung von § als Turingtafel oder Turingprogramm:
d: qar | qay Py mit  g;,q; € Q,

a;,a, €T,

P, e{R,L,S}

’o
qnQn | @paptn

Arbeitsweise einer TM: informell

Konfigurationen der TM beschreiben den momentanen Zustand, den Bandinhalt und das be-
trachtete Feld.

e Anfangskonfiguration:

w
U | 4 |wo|w: wn | U
i
q0
e Ausfiihren eines Schrittes:
L | wo | w1 Wn | U
i
q0

z.B. §(qo, wo) = (qo, a, R) fithrt zu

Ula |wi|-|Wn|

7

q0

e Wiederholung dieses Schrittes liefert das Ergebnis:

|

qo
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wobei 6(qo, U) undefiniert sei.
Das Ergebnis der Berechnung ist dann das Wort aa...a, d.h. der Bandinhalt ohne die
Blanks.

Beispiel : Berechne die Funktion
gerade: {|}* — {0,1}

mit
1 falls n durch 2 teilbar ist

0 sonst

gerade(|") = {

fiir (n > 0). Wihle
T3 = ({QO,QLQe}, { | }v{ ’,0, 1, U}a57 qo, |—|)

mit folgender Turingtafel:

0 qo0 ‘ qn U R
@ U|lg 1 S
@ || U R

QIUQeOS

Man rechnet leicht nach, dass 73 die Funktion gerade berechnet.

Begriff der Konfiguration

Es ist der momentane Zustand ¢, die momentane Bandinschrift und die momentane Position

des Schreib/Lesekopfes zu beschreiben. Zwei Modellierungen sind {iblich:

(1) Felder des unendlichen Bandes durchnumerieren:

-1 0 1 2

Bandinschrift:  f:7Z — T" (Z = Menge der ganzen Zahlen)
Konfiguration: Tripel (q, f,4) mit i € Z
Nachteil: umstindliche Handhabung

(2) Nur ein endlicher Ausschnitt des Bandes ist verschieden von LI. Abstraktion von Blanks

und Feldnummern. Die Situation

LU |ur |- |{Un|V |V |- |Un| U | U

4

u v

lasst sich eindeutig darstellen als Wort uy ... u,, qvovy ... v, mit w; € I'yv; € I'ym,n > 0.
Beachte: QN T =0
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1.2 Definition : Die Menge K, der Konfigurationen einer TM 7 = (Q, %, T, 4, qo, ) ist durch
K,=T*.Q-T'"

gegeben. Eine gegebene Konfiguration ugv bedeutet, dass sich die TM im Zustand ¢ befindet,

der Bandinhalt w1 ist und das erste (linkeste) Symbol des Wortes v gelesen wird.

1.3 Definition (Arbeitsweise einer TM 7 = (Q, %, T, 4, qo, U)):

1) Die Anfangskonfiguration o(v) zu einem Wort v € X* lautet
( g g

{ qov fallswv #e
a(v) =

qol! sonst

(2) Die Transitionsrelation - C K, x IC; ist wie folgt definiert:
K - K’ (K’ heiBt Folgekonfiguration von K)

falls Ju,v € I'* Jda,be T dq,¢ € Q :

(K =wugqav A d(q,a)=(¢,d,S) N K'=uq'av )
V (K = ugabv A §(q,a) = (¢',d’,R) N K’ = uad'q'bv)
V(K =uga Ad(ga)=(¢,d,R)NK =udql)
V (K = ubgav A 0(q,a) = (¢',a’,L) N K' = uq'ba’v)
V(K =gqgav Ad(ga)=(¢,d,L)NK =qUdv)

Mit +,* werde die reflexive transitive Hiille von F; bezeichnet, d.h. es gilt

K K falls 3Kg,...,Kp,n>0:
K=Kybr.. FK,=K

Weiterhin werde mit . die transitive Hiille von -, bezeichnet, d.h. es gilt

K . TK' falls 3Ky,...,K,,n>1:
K=Kyt,;.. K, =K'

(3) Eine Endkonfiguration ist eine Konfiguration K € KC;, die keine Folgekonfiguration besitzt.
(4) Das Ergebnis (oder die sichtbare Ausgabe) einer Konfiguration uquv ist
w(uqv) = uw,

wobei w das kiirzeste Wort mit v = U...Uu und v das kiirzeste Wort mit v = vlJ. ..U ist.
Man streicht also q, sowie fithrende und endende Blanks; Blanks, die sich zwischen Zeichen

befinden, bleiben dagegen stehen.
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Bemerkung : Da § eine (partielle) Funktion ist, ist k. rechtseindeutig, d.h. aus
KFKi ANK K5 folgt K1 = K.

1.4 Definition : Die von der TM 7 = (Q, X, T, 9, qo, L) berechnete Funktion ist

hy: 20T
mit
w falls 3 Endkonfiguration K € IC :
hr(v) = a(v) K Aw = w(K)

undef. sonst.

Es wird auch Res; fiir h,; geschrieben (,Resultatsfunktion“von 7).
Bemerkung : Da F; rechtseindeutig ist, ist h, eine partielle Funktion.

Veranschaulichung der Resultatsfunktion:

h,
¥* 3 v w € I'*
a\ {w
Kr sa®)bF: -+ . K € K;

1.5 Definition : Eine Menge M € ¥* heif3t Haltebereich oder Definitionsbereich von T, falls gilt:
M = {v € ¥*| hy(v) ist definiert }
Eine Menge N € I'* heifit Ergebnisbereich oder Wertebereich von T, falls

N={wel*|Jve X :h(v)=w}

1.6 Definition (Turing-Berechenbarkeit):
Es seien A, B Alphabete.

(i) Eine partiell definierte Funktion h : A* P B* heit Turing-berechenbar, falls es eine TM

T=(Q,%,T,0,q0,U) gibt mit A =%, BCT'und h = hy, d.h. h(v) = h (v) fiir alle v € A*.
(i) 7a,B =def {h : A* part p | h ist Turing-berechenbar }

(iii) 7 sei die Klasse aller Turing-berechenbaren Funktionen (fiir beliebige Alphabete A, B).
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1.7 Definition (Turing-Entscheidbarkeit):
Es sei A ein Alphabet.

(i) Eine Menge L C A* heifit Turing-entscheidbar, falls die charakteristische Funktion von L
x,: A"—{0,1}

Turing-berechenbar ist. Hierbei ist x, folgende totale Funktion:

Xt (U) =

1 fallsvel
0 sonst

(ii) Eine Figenschaft E : A* — { wahr, falsch } heifit Turing-entscheidbar, falls die Menge
{v e A*| E(v) = wahr } der Worter mit der Eigenschaft F Turing-entscheidbar ist.

Anmerkungen zur Berechenbarkeit

(1) Berechenbarkeit mehrstelliger Funktionen:
k-Tupel als Eingabe lassen sich durch eine Funktion h : (A4*)¥ P B* beschreiben. Fiir die
Berechenbarkeit solcher Funktionen modifiziert man einfach die Definition der Anfangs-

konfiguration durch Benutzung von Trennzeichen # :

a(vi, ..., v) = QuiFveH ... F#ui

Falls v; = ¢ ist, beobachtet gy das erste Trennsymbol. Abgesehen von dieser Anderung

benutzen wir die bisherige Definition von Berechenbarkeit.

(2) Berechenbarkeit zahlentheoretischer Funktionen:
part

f:N—N

Wir benutzen die Strichdarstellung natiirlicher Zahlen:

n-mal

Dann heifit f Turing-berechenbar, falls die Funktion
* 1 *
hy {1} 7 {1}

mit

hy (") =/

Turing-berechenbar ist.
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Konstruieren von Turingmaschinen:

die Flussdiagrammschreibweise

Man definiert zunéchst niitzliche elementare TM. Sei I' = {ay, ..., a,} das Bandalphabet mit
ag = L.

e Kleine Rechtsmaschine r:
geht einen Schritt nach rechts und hilt dann. Turingtafel:
r g ao | g a0 R

@ an| g an R

e Kleine Linksmaschine I:
geht einen Schritt nach links und hélt dann. Turingtafel:
! g ao | g ao L

qo Gn | e Qn L

e Druckmaschine a fiir a € I":

druckt das Symbol ¢ und hélt dann. Turingtafel:
a o a | g a S

qo Gn Ge a S

Wir nehmen im folgenden an, dass alle konstruierten TM genau einen Endzustand besitzen, d.h.

es gibt einen Zustand ¢, , so dass fiir alle Endkonfigurationen uqv gilt:

q = ge-
Offenbar erfiillen die TM r, [, a diese Bedingung. Solche TM koénnen wir wie folgt zusammenset-
zen:

T — 75 bedeutet anschaulich, dass zuerst 71 arbeitet. Hilt 7 auf einem Feld mit dem

Symbol a an, wird 7o gestartet.
71 — 7o bedeutet, dass zuerst 11 arbeitet. Sobald 71 anhéilt, wird 7> gestartet.
T1To  ist eine Abkiirzung fir m, — 7.
il ﬂ 7o bedeutet, dass zuerst 71 arbeitet. Halt 71 auf einem Feld mit dem Symbol # a

an, wird o gestartet.

Aus gegebenen TM konnen Flussdiagramme aufgebaut werden. Die Knoten dieser Flussdia-
gramme sind mit den Namen der TM bezeichnet. Die Kanten werden durch Pfeile der Form
2, — oder 7% hezeichnet. Schleifen sind erlaubt. Eine TM 7 im Flussdiagramm ist durch

einen Pfeil — 7 als Start-TM gekennzeichnet.
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Veranschaulichung;:

|
YN

Ein Flussdiagramm beschreibt eine ,,grofle“ TM, deren Turingtafel man wie folgt erhélt:

Schritt 1: Fiir jedes Vorkommen einer TM 7; im Flussdiagramm die zugehorige Turingtafel auf-

stellen.
Schritt 2: Zusténde in verschiedenen Tafeln disjunkt machen.

Schritt 3: Gesamttafel erzeugen, indem alle Einzeltafeln (in irgendeiner Reihenfolge) unterein-

ander geschrieben werden.
Schritt 4: Kopplung: fiir jeden Pfeil 71 —— 75 im Flussdiagramm fiige der Gesamttafel die Zeile

Qe 90T aS

hinzu. Dabei sei ¢er, der (geméafi Schritt 2 umbenannte) Endzustand von 71 und g, der

(gemif Schritt 2 umbenannte) Anfangszustand von 75. Analog fiir 71 — 7 und 71 za Ty.
Beispiel :

e Grofie Rechtsmaschine R:
geht zuerst einen Schritt nach rechts. Anschlielend geht R so lange nach rechts, bis ein
Blank a¢p = U beobachtet wird.

R |
Ozu

Konstruktion der Turingtafel von R:

R g ao | g a R

@ an| g a, R

g a1 | q a S

Qe Qn | Qo Qn S

e Grofle Linksmaschine L: entsprechend.

L

'
Ozu
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Anwendung: Man gebe eine TM zur Berechnung der ,, minus“-Funktion an:

fNxN—N
mit
. r—y firz>y
fley) =a—y = {
0 sonst
Die Anfangskonfiguration der TM ist:
Ugo || I #]..- |1
—— =
z-mal y-mal

Idee: z-Striche so oft 16schen, wie y-Striche da sind. Dann restliche y-Striche und # 16schen.

Konstruktion der TM mit Hilfe eines Flussdiagramms:

((y>0) (w>§

—RI ULy L
#(y=0) {#(960)
\
LI Lir L

Das Aufstellen der Gesamt-Turingtafel sei als Ubung empfohlen.

Varianten von Turingmaschinen

Es gibt viele Varianten der Definition von TM. Oft sind diese Varianten bequemer, wenn es

darum geht, eine bestimmte Funktion als berechenbar nachzuweisen. Man kann zeigen, dass

diese Varianten die Leistungsfihigkeit der in Definition 1.1 definierten TM nicht vergréfiert. Wir

betrachten zunéchst TM mit mehreren Bdndern.

1.8 Definition (k-Band Turingmaschine): Eine k-Band TM 7= (Q,%,T, 6, k, go, ) ist eine

Struktur mit folgenden Eigenschaften:

(i)-(v) @,%,T,qo,U wie in Definition 1.1.
(vi) k€ Nist die Anzahl der Bénder
(vii) Die Ubergangsfunktion 0 ist jetzt wie folgt gegeben:

5:Qka@>QxF’“x{R,L,S}k
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Veranschaulichung von § fiir k£ = 3:

Dieser Konfigurationsiibergang erfolgt fiir
o(q, (a,c,c)) = (¢, (d,d,a), (L, R, 5))
Konfiguration einer k-tape TM 7:
K = (uiqu, ..., upqug) € K;
mit uq,...,ur €E*, g€ Q, vy,...,v €.

Arbeitsweise einer k-tape TM 7:

(1) Anfangskonfiguration zu einem Wort v € ¥* ist

Oék(v) = (Oé(’U), qoLt; - .. aqol—l)a
(k—1)-mal

d.h. v wird auf das erste Band geschrieben.
(2) Transitionsrelation Fr C K x KC; : analog
(3) Endkonfiguration: keine Folgekonfiguration (wie bisher)
(4) Das Ergebnis wy, einer k-tape Konfiguration ist

wi(u1qu, . . ., upquy) = w(u1qur),

d.h. wir nehmen das Ergebnis des ersten Bandes; die iibrigen Bénder werden nur als
Hilfsbénder zum Rechnen betrachtet.

Die berechnete Funktion einer k-tape TM ist h, : X* PO P it
w falls dJEndkonfig. K € IC; :
hr(v) = ar(v) FP K A w = wi(K)

rundef.

Anmerkung: Mehrere Bander eignen sich gut zur Berechnung mehrstelliger Funktionen; in

diesem Fall verteilt man die Eingabeworter geeignet auf die Bénder. Details selbst iiberlegen.
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Ziel: Wir wollen beweisen, dass jede von einer k-tape TM berechnete Funktion bereits von einer

normalen 1-Band TM berechnet werden kann.

Beweisidee: Jede k-tape TM kann durch eine geeignet konstruierte 1-Band TM ,simuliert®

werden. Hierzu prézisieren wir zunéchst den Begriff der Simulation.

Begriff der Simulation
Der Begriff der Simulation ist zentral fiir den Nachweis, dass verschiedenartige Machinen dasselbe
leisten.

1.9 Definition : Wir betrachten zwei (1- oder k-tape) TM 7 und 7’ iiber demselben Einga-
bealphabet 3, mit den Konfigurationsmengen K, und K,/, mit Transitionsrelationen k.,
Anfangskonfigurationen o, o’ und Ergebnis-Funktionen w,w’. Anschaulich wird 7 die , héhere*
TM und 7’ die ,,niedrigere* TM.

Eine Simulation von T durch 7' ist eine total definierte Funktion
sim: K — K

mit folgenden Eigenschaften:

(1) YoeX*: o (v) " sim(a(v))

(2) VK1, Ko € K, : Aus K; K> folgt sim(K7) " sim(K3),
d.h. jeder Schritt von 7 kann durch méglicherweise mehrere Schritte von 7/, simuliert®

werden.

(3) VEndkonfig. K € K, FEndkonfig. K’ € K, :
sim(K) F*K' und w(K) = &' (K').

Veranschaulichung;:
hr = hy
v - w
ﬁ ‘ \
e w
Y
a(v) ki, Fr K
o/ sim sim W'
Y Y Y

o (v) Fo* sim(a(v) T - Fotsim(K) F.* K’
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1.10 Satz (Simulations-Satz): Seien 7 und 7’ (1- oder k-tape) TM iiber demselben Einga-
bealphabet 3. Es gebe eine Simulation sim von 7 durch 7/. Dann stimmen die von 7 und 7’

berechneten Funktionen h, und h.s {iberein, d.h.
YoeX*: hy(v)=hy(v)

(Die Gleichheit ist hier zu verstehen in dem Sinne, dass entweder beide Seiten undefiniert sind

oder denselben Funktionswert haben).

Beweis : Sei v € £*.
Fall 1: h.(v) ist undefiniert.

Dann gibt es eine unendliche Konfigurationsfolge
Oé(’l)) = K1 l_TKQ |—7—K3 l—T .

von 7. Mit Eigenschaften (1) und (2) von sim gibt es dann auch eine unendliche Konfigurations-
folge
o (v) ot sim(Ky) Fotsim(Ks) o sim(K3) Fat

von 7. Also ist h,(v) auch undefiniert.
Fall 2: h.(v) = w ist definiert.

Dann gibt es eine endliche Konfigurationsfolge
aw)=Ki ... Ky, n>1,

von 7, wobei K,, Endkonfiguration ist und w = w(kK,) gilt. Mit den Eigenschaften (1) - (3) von

sim gibt es eine endliche Konfigurationsfolge
o (v) Forsim(Ky) Fo L kT sim(K) Fa KD
von 7/, wobei K/, Endkonfiguration mit w(K,) = w'(K]},). Also gilt

he(v) = w=w(K,) = (K]) = h(v).

Wir kénnen nun zeigen:
1.11 Satz : Fiir jede k-tape TM 7 gibt es eine 1-Band TM 7/ mit h, = h,.

Beweis : Sei 7 = (Q, %, T, 6, k, go, ). Wir konstruieren 7/ = (Q', ¥, I, 0, ¢{, ) so, dass es eine

Simulation sim von 7 durch 7’ gibt. Definition von sim:

K =( wgqav; , wird sim(K) =
, simuliert U1Qa UL F . . . FUupagvk
URqagvg ) durch
e K, e K
D.h. wir markieren die von den k Kopfen gelesenen Symbole aq, ..., ar durch Benutzung neuer
Symbole ay, ..., ag, schreiben die k Bandinhalte hintereinander auf das eine Band von 7/, jeweils

durch # getrennt, und setzen den Zustand ¢ so, dass a; beobachtet wird.
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Wir wihlen also: IV =T'U{a|a € T'} U {#}. Die Wahl von @’ und ¢’ skizzieren wir nur anhand

der folgenden Simulationsidee. Ein Schritt von 7 der Form

K1 = (uiqrayvy, - Ko = (u1g2b1v1,

5 “ e 3

UKL Gk VL) ukq2bivy)

erzeugt durch

(5(q1, (al, . ,ak)) = (QQ, (bl, . ,bk), (S, . ,S))

wird von 7/ durch 2 Phasen von Schritten simuliert.

o Lese-Phase:

sim(K1) = uiqraivi# . . . #ugagvy
T
uy [lesen, qi]aivi# . . . #upagvy,
T
uravi# . . #Fugllesen, q1, a1, . .., aglagvg

o Anderungs-Phase:

Jetzt wird geméB d(q, (a1,...,ax)) die Konfiguration abgeéndert.

uiaiv1# . . . #ugllesen, q1, a1, . . ., axlagvg
T,
ujain# . .. #ugdndern, q2,b1, ..., b, S, ..., Slarvg
T

uy [dndern, ga)broi# . . . #ugbpuy,
T,

sim(Ky) = u1q2b~1v1# e #ukl;;;vk

Ein Schritt von 7 wird also durch maximal so viele Schritte von 7/ simuliert, wie der doppelten

Lénge aller auf den k£ Béndern stehenden Worter entspricht.

Ahnlich werden andere §-Uberginge behandelt. Falls jedoch bei R- oder L-Schritten auf einem
der k Bénder ein leeres Feld Ll ,,angeklebt“ werden muss, miissen auf dem einen Band von 7/ die
Inhalte der Nachbar #-Abschnitte verschoben werden.
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Wir betrachten jetzt noch die Anfangs- und Endkonfigurationen.

e Anfangskonfiguration: Sei v € ¥* und v # €.

Fiir 7 ist dann
a(v) = (gv, und sim(a(v)) = quu#HL# ... #U

qoU,
qoL)

Fir 7/ ist o/ (v) = ¢{v. Natiirlich kann man 7" so programmieren, dass

o (v) F*sim(a(v))
gilt.
e FEndkonfiguration: Ist K € K, Endkonfiguration der Form

K = (u1geaqvy,

)

URGeQk VL),

so muss diese Tatsache fiir

sim(K) = u1geaivi# . . . #ugagvy

erst durch eine Lese-Phase festgestellt werden. Anschlieend muss sim(K) durch Loschen
aller Symbole ab dem ersten # in die Ergebnisform von 1-Band TM gebracht werden.

Deshalb kénnen wir 7/ so programmieren, dass
sim(K) F*uirqla vy

gilt und K’ = ujq.a;v; Endkonfiguration von 7/ mit w(K) = w'(K') ist.

Wir haben also:

Q' =Q U {qyd. }
U {[lesen,q,a1,...,a5]|qg€ Q,a1,...,a; €,0<j <k }

U {[dndern, q,b1,...,b;, P1,...,Pj]|q€ Q,0<j <k,bi,...,b; €T,
Pi,....,P;c{R,L,S} }

U {... weitere Zusténde ... }

Insgesamt haben wir jetzt gezeigt, dass sim eine Simulation von 7 durch 7’ ist. Nach dem

Simulations-Satz folgt damit h; = h..
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Weitere Varianten von Turingmaschinen

Im folgenden seien weitere Varianten der Turingmaschine aufgezeigt:

e Turingmaschinen mit k& Kdpfen auf einem Band:

Nl

0
N

Definition der Ubergangsfunktion ¢: wie in Definition 1.8 von k-tape TM, aber die Defini-

tion von Konfiguration ist anders, da k Stellen im Bandinhalt zu markieren sind.

e Turingmaschinen mit einem zweidimensionalen in Felder aufgeteilten Rechenraum (,, Rech-

nen auf kariertem Papier®), eventuell mit mehreren Kopfen:

/ / M = beschrieben

[
—~—T—

T
—
]
P~
e

/ _
T T L] = Blauk

/1

e Turingmaschinen mit einem einseitig unendlichen Band:

Normale TM (mit zweiseitig unendlichem Band) lassen sich wie folgt durch TM mit ein-
seitig unendlichem Band simulieren:
2-seitige Konfiguration K =au,...a1gb1...b, mit m>0,n>1

wird (fiir m < n) simuliert durch die

) . . bl bm bm+1 bn
1-seitige Konfiguration sim(K) =4

ai Aoy (| L

d.h. als Symbole des 1-seitigen Bandes treten Paare von

Symbolen des 2-seitigen Bandes auf.
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e Turingmaschinen mit Endzustinden:
T = (Q?E7F75> q0, I—lvF)a

wobei F' C @ die Menge der Endzustédnde ist und alle iibrigen Komponenten wie bisher

definiert sind.

TM mit Endzustéinden werden benutzt, um Sprachen L C X* zu ,akzeptieren®.

1.12 Definition :

(1) Eine Konfiguration K = uqv von 7 heifit akzeptierend, falls q € F ist.
(2) Sei v € ¥*. Die TM 7 akzeptiert v, falls 3 akzeptierende Endkonfiguration K : a(v) F* K.

(3) Die von 7 akzeptierte Sprache ist
L(71) = {v € ¥*| 7 akzeptiert v}.

Eine Sprache L C X* heiflt Turing-akzeptierbar, falls es eine TM 7 mit Endzustdnden gibt,
fiir die L = L(7) gilt.

(4) Mit 7 bezeichnen wir, wenn es sich um Mengen handelt, die von Turingmaschinen akzep-

tierten Sprachen.

1.13Satz : Sei LC ¥* und L = ¥* — L.
L und L sind Turing-akzeptierbar < L ist Turing-entscheidbar.

Beweis : ,<“: Sei L durch 7 entscheidbar. Durch Hinzufiigen von Endzustandsiibergdngen
erhilt man akzeptierende TM fiir L und L.

=% L werde durch 71 und L durch 75 akzeptiert. Konstruiere nun 7 mit 2 Béindern so, dass ein
Schritt von 7 auf Band 1 und gleichzeitig ein Schritt von 1o auf Band 2 ausgefiihrt wird. Ak-
zeptiert 71 das vorgegebene Wort, so gibt 7 den Wert 1 aus. Sonst akzeptiert m das vorgegebene
Wort, und 7 gibt den Wert 0 aus. Somit entscheidet 7 die Sprache L. O

Bemerkung : Wenn nur L Turing-akzeptierbar ist, so folgt noch nicht, dass L auch Turing-

entscheidbar ist. Die akzeptierende TM konnte namlich fiir Woérter aus L nicht anhalten.

o Nichtdeterministische Turingmaschinen:
Wir betrachten 1-Band TM mit Endzustéinden. Die Ubergangsfunktion § wird wie folgt
erweitert:

§: QxT —P(@QxT x{R,L,S}.

Ein Tupel
(¢,b,R) € 6(q,a)

bedeutet, dass die TM, falls im Zustand g das Symbol a gelesen wird, folgendes tun kann:
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Zustand ¢’ annehmen, b drucken, nach rechts gehen.

Falls es ein weiteres Tupel

(¢",¢c,9) € d(q, a)

gibt, so kann die TM stattdessen auch folgendes tun:

Zustand ¢” annehmen, ¢ drucken, stoppen.

Die Auswahl zwischen diesen beiden moglichen Schritten der TM ist nicht deterministisch,
d.h. ins Belieben der TM gestellt. Die Transitionsrelation I, einer nichtdeterministischen
TM 7 ist nicht mehr rechtseindeutig. Davon abgesehen ist die von 7 akzeptierte Sprache
L(7) wie fiir deterministische TM definiert.

1.14 Satz : Jede von einer nichtdeterministischen TM akzeptierte Sprache ist auch durch eine

deterministische TM akzeptierbar.

Beweis : Gegeben sei eine nichtdeterministische 1-Band TM 7. Dann gibt es eine maximale
Anzahl r von nichtdeterministischen Auswahlen, die 7 geméf d in einem Zustand ¢ und Symbol
a hat, d.h.

VgeQ VYael: |6(qa)l <,
dge@ Fael: |d(ga)=r

Wir nennen r den Grad des Nichtdeterminismus von 7. Fiir jedes Paar (¢, a) numerieren wir die
geméB 0(q, a) moglichen Auswahlen von 1 bis (maximal) r durch. Dann lisst sich jede endliche

Folge von nichtdeterministischen Auswahlen als Wort iiber dem Alphabet {1,...,r} darstellen.
Beispiel: Fiir r = 5 bedeutet z.B. 1-3 - 5:

- im 1. Schritt die 1. Auswahl nehmen,

- im 2. Schritt die 3. Auswahl nehmen,

- im 3. Schritt die 5. Auswahl nehmen.

Sei jetzt v € ¥*. Dann akzeptiert 7 das Wort v, falls es eine akzeptierende Berechnung von 7
gibt:

a(v) F*K  akzeptierend.

Die Menge aller in a(v) startenden Berechnungen von 7 kénnen als Baum dargestellt werden,

deren Knoten mit Konfigurationen benannt sind:
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K akzeptierend.

(P markieren die Auswahlen, die zur akzeptierenden Konfiguration K gefiihrt haben.

Wir , konstruieren® jetzt eine deterministische TM 7/ so, dass 7’ jeden Berechnungsbaum von 7

in Breitensuche generiert und durchlauft:

0. —

1 —

2. —
3., ——

Dazu bendotigt 7/ 3 Bénder.

e Band 1 speichert das Eingabewort v.

e Band 2 wird zur systematischen Erzeugung aller Wérter iiber {1,...,7} benutzt. Um die

Breitensuche zu modellieren, werden die Worter wie folgt erzeugt:

(i) der Lange nach, kiirzere zuerst,

(ii) bei gleicher Lénge in lexikographischer Ordnung. Also in folgender Reihenfolge:
eL,2 ..o, 11,1200 e oo e

e Band 3 dient zur Simulation von 7 durch 7/. Zuerst wird das Eingabewort v auf Band
3 kopiert, dann eine Transitionsfolge von 7 geméfl dem auf Band 2 stehenden Wort von

Auswahlen aus {1,...,r} simuliert.

Wenn 7 eine v akzeptierende Berechnung besitzt, so wird deren Auswahlwort von 7/ auf Band
2 generiert werden, und 7/ wird dann v akzeptieren. Wenn es keine v akzeptierende Berechnung
von 7 gibt, so wird 7" unendlich lange laufen und nach und nach alle Wérter iiber {1,...,r} auf
Band 2 generieren.

Damit gilt L(7) = L(7'). O

Bemerkung : Die obige Simulation von 7 durch 7/ ist von exponentiellem Schrittaufwand: um
eine akzeptierende Berechnung von 7 mit n Schritten zu finden, muss 7’ einen Berechnungsbaum

der Breite r und Tiefe n, also mit "™ Knoten, erzeugen und durchsuchen.
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Hier betrachtete Varianten von Turingmaschinen

e k-tape TM

mehrere Kopfe

2-dimensionale TM

Endzustéinde: zum Akzeptieren

nichtdeterministisch

§2 Grammatiken

Wir haben im letzten Kapitel kontextfreie Grammatiken kennengelernt. Diese sind ein Spezialfall
der 1959 vom amerikanischen Linguisten NoAM CHOMSKY eingefithrten CHOMSKY-Grammati-
ken. Es werden mehrere Typen solcher Grammatiken unterschieden (Typ 0-3). Wir betrachten

hier den allgemeinsten Typ 0.

2.1 Definition (Grammatiken):
Eine (CHOMSKY-0- oder kurz CH(-) Grammatik ist eine Struktur G = (N, T, P, S) mit

(i) N ist ein Alphabet von Nichtterminalsymbolen,
(i) T ist ein Alphabet von Terminalsymbolen mit N NT = (),
(iii) S € N ist das Startsymbol,

(iv) PC (NUT)* x (NUT)* ist eine endliche Menge von Produktionen oder Regeln, wobei

fiir (u,v) € P verlangt wird, dass u mindestens ein Nichtterminalsymbol enthilt.

Wie bei kontextfreien Grammtiken werden Produktionen (u,v) € P meist in Pfeilnotation u — v

geschrieben. Zu jeder Grammatik G gehort die zweistellige Ableitungsrelation g auf (N UT)*:

xtgy gdw Ju—v e P Jwy,we € (NUT)*:
r = wifuwz und y = wi[v jws.

Mit 7, wird wieder die reflexive und transitive Hiille von ¢ bezeichnet. Wir lesen x F* y als

»y ist aus z ableitbar®. Es gilt
xH gy, falls Jzp,...,2,€X"\n>0: x=2ztg...Fgzm=y

Die Folge x = 29 ¢ ... Fg 2, = y heifit auch eine Ableitung von y aus x (oder von x nach y)

der Linge n. Insbesondere gilt: x 7, z mit einer Ableitung der Lénge 0.

2.2 Definition :
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(i) Die von G erzeugte Sprache ist
L(G)={weT"|St;w},

d.h. wir sind nur an Wértern iiber den Terminalsymbolen interessiert; die Nichtterminal-

symbole werden nur als Hilfssymbole innerhalb von Ableitungen benutzt.

(ii) L C T™* heiBt CHOMSKY-0- (oder kurz CHO-) Sprache, falls es eine CHOMSKY-0-Grammatik
G mit L = L(G) gibt. Die Klasse aller CHO-Sprachen wird auch kurz mit CHO bezwichnet.

2.3 Satz (7 C CHO0):
Jede Turing-akzeptierbare Sprache L C T™ ist eine CHOMSKY-0-Sprache.

Beweis : L werde akzeptiert von einer TM 7 = (Q, X, T, 0, go,U, F) mit F' = {¢.}, so dass fiir
alle Konfigurationen uqv € K, gilt:

uqu ist Endkonfiguration <= u =¢ und q = ¢..

Man sieht leicht ein, dass man zu jeder TM eine TM mit dieser Eigenschaft angeben kann, die die
gleiche Sprache akzeptiert. Wir konstruieren jetzt eine CHOMSKY-0-Grammatik G = (N, T, P, 5)
mit L(G) = L in 4 Schritten.

Schritt 1: (Doppel-Anfangskonfigurationen erzeugen)
Definiere eine Teilgrammatik G; = (N1, T, P;,S) mit S, ¢, $, go, U € Ny, so dass fiir alle w € T*

S+, wia(w)$
gilt und sogar fiir alle v € (N UT)*:

S g, v und v enthélt go
= JweT*:v=wix(w)s.

Dabei ist die Anfangskonfiguration a(w) wie iiblich definiert:

ow) = gow falls w # ¢
qol! sonst.

Wiéhle N1 = {S5,¢,9,qo0,U, A, B} U{Cq|a € T} und P, wie folgt:

P={ S — (U5,
S —aAiC,$ firalleacT,
Cyb — bC, fiir alle a,b € T,
C,$ — Ba$ fiir alle a € T,
bB — Bb fur alle b € T,
A¢B — dqo,
A¢B — aA¢C, firalleaeT }

Wirkungsweise von P;:

S ey dqol$ = e¢a(e)$
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oder
S I—*Gl aA¢C,$

S l—*G1 w w$

S g, waA¢Cow$
S kg, w aA¢wC,$
S g, waAdwBa$

SFG, w awa$

S kg, w atgowa$

Schritt 2: (Transitionsrelation i, simulieren)
Definiere Gy = (N3, T, P2, S) mit Ny = {S,¢,$} UQ UT so, dass fiir alle w € T*,v € T'* gilt:

a(w) Frigev = wia(w)$ g, wigevs.

Wir kénnen nicht einfach P, = b, wihlen, weil -, unendlich ist. Z.B. folgt aus 6(q,a) = (¢’,d’, S)
fiir alle u,v € I'* : ugavt,uq'a’v. Wir kénnen uns aber am endlichen ¢ orientieren und eine Regel

der Form

! !
qa — qa
wihlen. Genauer definieren wir:

P= {ga—qd  |odcQuudad €T wmdi(ga)=(d.d.5) }
U {gab — d'q'b ¢, € Q und a,d’,b € T und §(q,a) = (¢',d’,R) }

U{ qa$ — d'qdU%|q,¢ € Qund a,a’ € T und 6(q,a) = (¢',d', R) }
—

TM steht vor rechtem Rand

U {bga — ¢'ba’ ¢, € Q und a,d’,b € T und §(q,a) = (¢',da’, L) }

U{ dga — éqUd |q,¢ € Qund a,a’ € T und 8(g,a) = (¢,a, L)}
~—

TM steht vor linkem Rand

Schritt 3: (Endkonfiguration 16schen)
Definiere G5 = (N3, T, P3,.S) mit N3 = {S,¢,$, ge, U, D} so, dass fur alle w € T*,v € I'* gilt:

weqevs 6, w.

Waéahle P; wie folgt:
Ps={ d¢g. — D,
Da— D firallea€el,
D$ —e¢ }

Wirkungsweise:
weqev$ Fa, wDVS HG, wD$ g, w.
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Schritt 4: ( G aus G, G2, G5 zusammenstellen)
Definiere jetzt G = (N, T, P, S) wie folgt:

N = Ny U Ny U N3,
P = PUP,UP; (disjunkte Vereinigung).

Dann gilt fiir alle w € T*,v € I'*:

a(w) Fgev = S FHL wia(w)$ (Regeln Pr)
F& wigev$  (Regeln P)
Fow (Regeln Ps)

Fiir ,<=“ beachte man, dass auf ein vorgegebenes Wort iiber N UT hochstens aus einer der drei

Regelmengen P, P, oder P; eine Regel angewandt werden kann.

Insgesamt erhalten wir L(G) = L. O

9.4 Korollar : Die Funktion h : T* ? T* werde von einer Turingmaschine berechnet. Dann
ist der Graph von h, d.h. die Menge

L = {w#h(w)|w € T* und h(w) ist definiert },
eine CHOMSKY-0-Sprache.
Beweis : Wenn h von einer TM 7 berechnet wird, so gibt es eine 2-Band TM 7/, die L akzeptiert.
Die TM 7/ arbeitet wie folgt:
(1) 7' belédsst ein vorgegebenes Eingabewort der Form w#v unveriindert auf dem 1. Band.

(2) 7’ kopiert den Anteil w auf das anfangs leere 2. Band und simuliert dann 7 auf diesem
Band.

(3) Falls 7 hélt, wird das Ergebnis h(w) der Endkonfiguration mit dem Anteil v des 1. Bandes
verglichen. Falls h(w) = v gilt, akzeptiert 7" die Eingabe w#v auf dem 1. Band. Anderen-
falls akzeptiert 7/ die Eingabe w#v auf dem 1. Band nicht.

Nach dem obigen Satz ist L damit eine CHOMSKY-0-Sprache. 0
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2.5 Satz (CHO CT):
Jede CHOMSKY-0-Sprache L C T* ist Turing-akzeptierbar.

Beweis : L werde von einer CHOMSKY-0-Grammatik G = (N, T, P, S) erzeugt: L(G) = L.

Wir konstruieren eine nichtdeterministische 2-Band TM 7, die L akzeptiert. Die TM 7 arbeitet
wie folgt:

(1) 7 belésst ein vorgegebenes Eingabewort w € T unveréndert auf dem 1. Band.

(2) Auf dem anfangs leeren 2. Band erzeugt 7 schrittweise Worter iiber NUT' geméfl den Regeln
aus P, beginnend mit dem Startwort .S. In jedem Schritt wéhlt 7 nichtdeterministisch ein
Teilwort u aus dem zuletzt erzeugten Wort und eine Regel u — v aus P und ersetzt dann

u durch v. Entsteht in irgendeinem Schritt das Eingabewort w, so wird w akzeptiert.

Damit gilt: 7 akzeptiert L. O

Neben den allgemeinen CHOMSKY-0-Grammatiken G = (N, T, P, S), wo fiir Regeln p — ¢ € P
lediglich verlangt wird, dass p,q € (N UT)* gilt und v mindestens ein Nichtterminalsymbol

enthélt, gibt es weitere Klassen von Grammatiken.

2.6 Definition : Eine CHOMSKY-0-Grammatik (oder kurz CHO-Grammatik) G = (N, T, P,S)

heifit (fiir € siehe unten)

(i) kontextsensitiv (CHOMSKY-1- oder kurz CH1-Grammatik) gdw.
Vp—qgePIae Nuvwe(NUT)  w#e: p=uavAq=uwv
(d.h. ein Nichtterminalsymbol a« € N wird ,,im Kontext* u ... v ersetzt durch das nichtleere
Wort w).

(ii) kontextfrei (CHOMSKY-2- oder kurz CH2-Grammatik) gdw.
Vp—qgeP: pe N (q=ce ist zugelassen).

(iii) rechtslinear (CHOMSKY-3- oder kurz CH3-Grammatik) gdw.
Vp—qeP: pe NANqeT* - NUT*

Fiir kontextsensitive Grammatiken G = (N, T, P, S) gibt es folgende Sonderregelung, damit
¢ € L(G) moglich wird: S — ¢ darf als einzige e-Produktion auftreten. Alle weiteren Ableitungen
starten dann mit einem neuen Nichtterminalsymbol S’:

S — 9

S — ...

2.7 Definition : Eine Sprache L heifit kontextsensitiv, kontextfrei, rechtslinear, wenn es eine

Grammatik vom entsprechenden Typ gibt, die L erzeugt.

Fiir irgendein Alphabet T seien die Sprachklassen definiert:
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CHO = Klasse der Sprachen, die von = Chomsky-0-  Grammatiken erzeugt werden,
CS = K K ", 7 7 kontextsensitiven 7 K T,
CF — ” 2 b , ” 2 kOntethreien 7 ” 7 ,

RLIN = 7 7 7 , 77 rechtslinearen ” ” ?

Auf Grund der Definition gilt bereits (die Inklusion CF C CS ergibt sich allerdings erst aus

spéiteren Sétzen):

2.8 Korollar : RLINC CF C CS C CHO

Wir wollen jetzt zeigen, dass die CHOMSKY-3- (also rechtslinearen) Sprachen genau die endlich

akzeptierbaren (also reguléren) Sprachen aus Kapitel II sind.
2.9 Lemma : Jede endlich akzeptierbare Sprache ist CHOMSKY-3

Beweis : Gegeben sei ein DEA A = (X,Q,—,qo, F). Konstruiere folgende CHOMSKY-3-
Grammatik G:

G = (Q’Z’P, QO)v
wobei fiir ¢,¢' € Q und a € ¥ gilt

P ={qg—ad|q¢>q}
Uf{g—e [qgerl}

Es ist leicht zu zeigen, dass L(A) = L(G) gilt. O

Fiir die Umkehrung benutzen wir folgendes Lemma.

Bemerkung : Jede CHOMSKY-3-Sprache kann von einer Grammatik G = (N,T,P,S) mit
P C N x (TN U{e}) erzeugt werden.

Beweis : Ubung O

2.10 Lemma : Jede CHOMSKY-3-Sprache ist endlich akzeptierbar.

Beweis : Gegeben sei eine CHOMSKY-3-Sprache L C T%. Nach der Bemerkung kann L von
einer Grammatik G = (N,T,P,S) mit P C N x (T - NU{e}) erzeugt werden: L = L(G). Wir
konstruieren jetzt folgenden e-NEA B:

B = (T,NU {Qe}a —, 5, {QG})y
wobei g, ¢ N gelte und die Transitionsrelation — fiir 5,7 € N und a € T wie folgt definiert ist:

8%y gdw 8 — aye P
B3> gegdwf—e € P

Es ist wieder leicht zu zeigen, dass L(G) = L(B) gilt. O
Aus diesen beiden Lemmata erhalten wir:

2.11 Satz (CHOMSKY-3 = DEA): Eine Sprache ist genau dann CHOMSKY-3 (rechtslinear),

wenn Sie endlich akzeptierbar (regulédr) ist.
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Zusammenfassung des Kapitels

Wir haben folgendes Ergebnis bewiesen:

2.12 Hauptsatz : Fiir Funktionen f : A* P B sind dquivalent

e f ist Turing-berechenbar.

e Der Graph von f ist eine CHOMSKY-0-Sprache.

In der Literatur wird zusammenfassend von ,,Rekursivitat* gesprochen.

2.13 Definition : Eine Funktion f : A* P B* heift rekursiv, falls f Turing-berechenbar bzw.
der Graph von f eine CHOMSKY-0-Sprache ist.

Eine Menge L C A* heiit rekursiv, falls x, : A* — {0,1} rekursiv ist, d.h. falls L Turing-

entscheidbar ist.

Bemerkung : Manchmal wird bei partiell definierten, rekursiven Funktionen explizit von ,,par-
tiell rekursiven* Funktionen gesprochen; dann versteht man unter ,rekursiv® nur die total re-

kursiven Funktionen. Man iiberzeuge sich daher stets, was genau mit ,,rekursiv* gemeint ist.

Die Churchsche These (1936) besagt:
Die mit Hilfe von Algorithmen intuitiv berechenbaren Funktionen sind genau die rekursiven
Funktionen, d.h. ,Rekursivitdt® ist die mathematische Prizisierung des Begriffs , Algorith-

mus*“.

Die Churchsche These lédsst sich formal nicht beweisen, da ,,intuitiv berechenbar“ kein mathe-

matisch préziser Begriff ist, sondern nur duch Indizien belegen.
Diese Indizien sind allerdings so gewichtig, dass die Churchsche These allgemein akzeptiert wird.

Insbesondere gilt:

- In mehr als 70 Jahren Erfahrung mit berechenbaren Funktionen wurden keine Gegenbei-

spiele gefunden.

- Jede weitere Prézisierung des Begriffs Algorithmus hat sich als dquivalent zur Rekursivitéit

erwiesen: weitere Beispiele fiir solche Prézisierung siehe unten.

- Rekursive Funktionen haben Eigenschaften, z.B. Abgeschlossenheit gegeniiber dem pu-

Operator (while-Schleifen), die man auch Algorithmen zubilligen muss.
Deshalb auch folgender lockerer Sprachgebrauch fiir Funktionen f und Mengen L:

e f ist ,berechenbar® bedeutet f ist partiell rekursiv.

e [ ist ,entscheidbar® bedeutet L ist rekursiv.
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Neben den bereits besprochenen Prizisierungen des Begriffs ,,berechenbar® gibt es weitere, eben-

falls &quivalente Prizisierungen:

e yu-rekursive Funktionen:
Nach Arbeiten von GODEL, HERBRAND, KLEENE und ACKERMANN wird die Menge al-
ler berechenbaren Funktionen f : N™ P N induktiv definiert. Hierzu werden zuniichst
sehr einfache Basisfunktionen (wie Nachfolgerfunktion, Projektion, Kontsantenfunktion)
eingefithrt. Dann wird definiert, wie aus bereits bekannten Funktionen neue Funktionen
(mit den Prinzipien der Komposition, primitiven Rekursion und p-Rekursion) gewonnen

werden konnen.

¢ Registermaschinen mit k£ > 2 Registern:
Jedes Register enthélt eine natiirliche Zahl. Die Maschine kann jedes dieser Register testen,
ob sein Inhalt gleich 0 oder grofler ist. In Abhéngigkeit dieses Tests und des momentanen

Zustandes kann die Maschine den Wert der Register

— unverandert lassen
— um 1 erhodhen

— um 1 vermindern, sofern keine negative Zahl entsteht.

Bemerkenswert ist, dass bereits 2 Registern zur Berechnung aller berechenbaren Funk-
. T . . . . .
tionen f : N 25 (bis auf Codierung) ausreichen. 2-Registermaschinen werden auch

2-Zihlermaschinen oder MINSKY-Maschinen genannt.

o )-Kalkiil:
Dieser von CHURCH eingefiihrte Kalkiil beschreibt das Rechnen mit héheren Funktionen,
alsoFunktionen, die selbst Funktionen als Parameter benutzen. Der A\-Kalkiil ist heute die

Grundlage fiir die Semantik funktionaler Sprachen.

e Pridikatenkalkiil 1.Stufe:

Der Erfiillbarkeitsbegriff von Formeln erweist sich als gleichwertig zur Berechenbarkeit.



Kapitel V

Nicht berechenbare Funktionen —

Unentscheidbare Probleme

81 Existenz nicht berechenbarer Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir total definierte Funktionen f : N — N.
1.1 Frage von GODEL, TURING, CHURCH 1936 :

Ist jede Funktion f : N — N algorithmisch berechenbar?
Praziser gefragt: Gibt es eine Turingmaschine, die f berechnet, bzw. ist der Graph von f eine

CHOMSKY-0-Sprache? Anders formuliert: Ist f rekursiv?

Die Antwort lautet ,nein“. Wir werden im Folgenden zeigen, dass es nicht berechenbare Funk-

tionen f : N — N gibt. Genauer:

1.2 Satz (Existenz nicht-berechenbarer Funktionen):

Es gibt Funktionen f : N — N, die nicht TURING-berechenbar sind.

Beweisidee : Die Menge aller Funktionen ist mdchtiger (ndmlich tiberabzéhlbar) als die Menge

der TURING-berechenbaren Funktionen (die abzéhlbar ist).

Wir benétigen einige Vorbereitungen, um diesen Satz zu beweisen. Deshalb stellen wir Begriffe

und Ergebnisse aus der Theorie der Mengen zusammen.

97
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1.3 Definition : M und N seien Mengen. Dann definieren wir

1. M ~ N (M ist gleichmdchtig zu N), falls 3 Bijektion §: M — N

2. M < N(M ist hichstens so michtig wie N oder N ist mindestens so mdichtig wie M),
falls AN’ C N : M ~ N’, das heifit M ist gleichmiichtig zu einer Teilmenge von N.

3. M < N (N ist mdchtiger als M), falls M < N und M # N.
4. M ist (hochstens) abzdhlbar , falls M < N.

5. M ist dberabzdhlbar oder nicht abzihlbar, falls N < M.

6. M ist endlich , falls M < N.

7. M ist unendlich, falls N < M
Bemerkung :

e M < N < dInjektion §: M — N.
e Jede endliche Menge ist abzihlbar.

e Jede iiberabzidhlbare Menge ist unendlich.

1.4 Satz (SCHRODER-BERNSTEIN): Aus M < N und N =< M folgt M ~ N.

Beweis : Siehe z.B. P.R. HALMOS, Naive Mengenlehre. g

1.5 Korollar : Eine unendliche Menge M ist abzéhlbar gdw. N ~ M, d.h. es gilt M =
{5(0),8(1),5(2),...} fiir eine Bijektion 8 : N — M.

Beispiele : Die folgenden Mengen sind abzéhlbar:

o N,
e {n € N|n gerade} und

e N x N (vgl. Beweis von Lemma 1.6).
Dagegen sind folgende Mengen iiberabzahlbar:

e P(N),

e N — N ( Menge der Funktionen von N nach N: s. Lemma 1.7).

Wir zeigen zunéchst:

1.6 Lemma :
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Die Menge der TURING-berechenbaren Funktionen f : N — N ist abzéhlbar.

Beweis : Wir gehen aus von einer abzdhlbaren Menge {qo, g1, g2, . ..} von Zustidnden und einer

hierzu disjunkten abzihlbaren Menge {v9, 71,72, - ..} von Bandsymbolen mit v9 = U und v, =|.
Jede TURING-berechenbare Funktion f : N — N kann von einer Turingmaschine der Form
T = (Q{[};T.4,9,) mit

Q = {q,-..,q} firein k>0,
r = {y,...,y} fiireinl >1

berechnet werden. Sei 7 die Menge aller dieser Turingmaschinen .

Es geniigt zu zeigen: 7 ist abzéhlbar, da die Menge der TURING-berechenbaren Funktionen nicht

grofler als die Menge zugehohriger Turingmaschinen sein kann.

Definiere fiir k > 0,1 > 1:

Tiy = {7 € T | 7 hat k + 1 Zustédnde und [ + 1 Bandsymbole}.

(Bemerkung: “+1”bei k und [, da die Zustéinde und Bandsymbole von 0 an gezihlt werden.)

Fiir jedes 7 € Ty, gilt also

T = ({QO7 A 7q}€}7 {’}7 {707 e 7,71}7 57 qu U)a
Q r

wobel ¢ eine der endlich vielen Funktionen

§:QxT'—-QxT x{R,L,S} ist.

Daher gilt: 7}, ist endlich.

Da 7 = [Jw>o0 Ty, gilt, ist 7 abzdhlbar durch eine Bijektion §:N — 7, die nach folgendem
>1

Diagonalschema zur Anordnung der Mengen 7y, ; definiert ist:

0 z&hlt die Turingmaschinen in 7 in folgender Reihenfolge ab:

1. Diagonale: alle Turingmaschinen in 7 i;
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2. Diagonale: alle Turingmaschinen in 7 2, dann in 77 1;
3. Diagonale: alle Turingmaschinen in 7 3, dann in 71 o,
dann in 73 1;

Usw.

Damit ist Lemma 1.6 bewiesen. O

Bemerkung : Die Grundidee zur Abzdhlbarkeit von 7 ist also die Abzahlbarkeit der Menge
aller Paare {(k,l) | K > 0,1 > 1} nach dem Diagonalschema. Dieses Schema geht auf G. Cantors

Beweis zur Abzidhlbarkeit von N x N zuriick.

Dagegen gilt:

1.7 Lemma :

Die Menge aller Funktionen f : N — N ist iiberabzédhlbar.
Beweis :

Sei F={f]|f:N—N}L

Annahme : F ist abzdhlbar, d.h. es gibt eine Bijektion §: N — F, so dass F = { fo, f1, f2,.--}
gilt mit f,, = B(n) fiir n € N. Definiere jetzt g € F durch g(n) = f,(n) + 1 fiir alle n € N. Nach
der Annahme gibt es einen Index m € N mit g = f,,. Dann gilt aber f,,(m) = g(m) = fi(m)+1.
Widerspruch! O

Bemerkung :

Wir benutzen hier das Cantors Diagonalverfahren, d.h. es werden die Werte von f,(y) auf der

,Diagonalen“ x = y betrachtet; der Widerspruch entsteht dann an einer Stelle m :

f(y)

Aus den Lemmata 1.6 und 1.7 folgt der Satz iiber die Existenz nicht berechenbarer Funktionen.

Diese Existenzaussage wirft folgende Frage auf:

Gibt es fiir die Informatik wichtige Funktionen, die nicht berechenbar sind?
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§2 Konkrete unentscheidbare Probleme: Halten von Turingma-

schinen

Im Folgenden betrachten wir stets das ,binéire* Alphabet B = {0, 1}. Wir geben jetzt Mengen
(Sprachen) L C B* an, die unentscheidbar sind, fiir die also das Problem:

Gegeben : w € B*
Frage :GitwelL?
nicht algorithmisch lésbar ist.

Als erstes wollen wir das Halteproblem fiir Turingmaschinen mit dem Eingabealphabet B be-

trachten:

Gegeben : Turingmaschine 7 und Wort w € B*

Frage : Hilt 7 angesetzt auf w, d.h. ist h(w) definiert?

Informatik-Relevanz dieses Problems: Ist es entscheidbar, ob ein gegebenes Programm fiir gege-

bene Eingabewerte terminiert?

Zunichst iibersetzen wir das Halteproblem in eine passende Sprache L. C B*. Dazu benutzen

wir eine Bindrkodierung fiir Turingmaschinen. Wir gehen aus von abzihlbaren Mengen

e {q0,q1,42,- ..} von Zustinden und

e {70,71,72,- .-} von Bandsymbolen, jetzt mit o = 0,71 = 1,72 = L.

Wir betrachten nur Turingmaschinen 7 = (@, B, T, J, qo,l) mit Q = {qo, ..., qx} fir ein k£ > 0,
I'={y,...,} fireinl > 2.

2.1 Definition : Die Standardkodierung einer solchen Turingmaschine 7 ist folgendes Wort w,
tiber NU {t}:

w, = kil

(8084 gt nr(P) fir o) = (95 % P)

wobei P € {R,L,S} und nr(R) = 0,nr(L) = 1,nr(S) = 2 gilt und die Teilworte der Form

von w; in der Reihenfolge der lexikographischen Ordnung der Paare (7, j) aufgeschrieben sind.
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Die Bindrkodierung von 7 ist dann das Wort bw, € B*, das aus w; entsteht, indem folgende

Ersetzung vorgenommen wird:

f—e
n— 01" firn e N

Beispiel :

Gegeben sei die kleine Rechtsmaschine r = ({qo, ¢1}, B, BU{U}, 4, qo,J) mit der TURING-Tafel:

o:
0 0jl¢a 0 R
o0 1| ¢ 1 R
@0 Ulg U R

Dann ist

wr =142
10408148010
10616148140
1082414240

und

bw,; = 011 0111
01 01 011 01 01
01 011 011 011 01
01 0111 011 0111 01

Bemerkung :

1. Nicht jedes Wort w € B* ist Bindrkodierung einer Turingmaschine , z.B. w = ¢ nicht.

2. Es ist entscheidbar, ob ein gegebenes Wort w € B* Bindrkodierung einer Turingmaschine
ist, d.h. die Sprache

BW = {w € B* | 3 Turingmaschine 7 : w = bw; } ist entscheidbar.

3. Die Bindrkodierung ist injektiv, d.h. aus bw,, = bw,, folgt 71 = m».
2.2 Definition (spezielles Halteproblem oder Selbstanwendungsproblem fiir Turing-
maschinen ): Das spezielle Halteproblem oder Selbstanwendungsproblem fiir Turingmaschinen

ist die Sprache
K = {bw; € B* | 7 angesetzt auf bw, hilt}.

2.3 Satz : K C B* ist unentscheidbar.
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Beweis : Wir wenden wieder das Cantorsche Diagonalverfahren in einem Widerspruchsbeweis

an.

Annahme: K C B* ist entscheidbar. Dann existiert eine Turingmaschine 7, die xx : B* — {0,1}
berechnet. Dabei ist bekanntlich

1 fallswe K
Xk (w) =
0 sonst

Wir éndern 7 wie folgt zu einer Turingmaschine 7" ab. In Flussdiagrammschreibweise ist

N

-
-
r
Es gilt also: 7/ geriit in eine Endlosschleife, falls 7 mit 1 hélt, und 7/ hilt (mit 0), falls 7 mit 0
halt.
Dann gilt:
7' angesetzt auf bw, hilt < 7 angesetzt auf bw, hilt mit 0
< XK (bwT/) =0
& bwy € K

& 7' angesetzt auf bw,s hilt nicht.

Widerspruch!

O

Wir geben jetzt eine allgemeine Technik an, mit der wir aus bekanntermaflen unentscheidbaren
Problemen (wie z.B. K) weitere Probleme als unentscheidbar nachweisen kénnen, die sogenannte
Reduktion.

2.4 Definition (Reduktion): Seien L; C ¥} und Ly C 35 Sprachen. Dann heit L auf Lo
reduzierbar, abgekiirzt L1 < Lo, falls es eine totale, berechenbare Funktion f : X7 — 33 gibt, so
dass fiir alle w € 37 gilt : w € L1 & f(w) € Lo . Wir schreiben auch: Ly < Ly mittels f.

Anschauung: Lj ist ein Spezialfall von Lo.

2.5 Lemma (Reduktion): Sei L; < Ly. Dann gilt:

(i) Falls Lo entscheidbar ist, so auch L;.

(ii) Falls Ly unentscheidbar ist, so auch Lo
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Beweis : Da (ii) die Kontraposition von (i) ist, geniigt es, (i) zu zeigen. Sei also L1 < Ly mittels
der totalen, berechenbaren Funktion f und sei Ls entscheidbar, also xr, berechenbar. Dann ist

die Komposition xr,(f) = f o xr, (erst f anwenden, dann xr,) berechenbar. Es gilt

XL, = f o XL,

denn fiir alle w € ¥y ist

xLl(w)={ 1 falls we Ly }:{ 1 falls  f(w) € Ly }:XLQ(f(w))

0 sonst 0 sonst

Also ist xr, berechenbar, d.h. L; ist entscheidbar. O

Wir wenden die Reduktions-Technik auf das allgemeine Halteproblem fiir Turingmaschine an.

2.6 Definition (allgemeines Halteproblem fiir TM): Das (allgemeine) Halteproblem fiir

Turingmaschinen ist die Sprache

H = {bw,;00u € B* | T angesetzt auf u hilt }.

2.7 Satz : H C B* ist unentscheidbar.

Beweis : Nach dem Reduktions-Lemma geniigt es, K < H zu zeigen, d.h. K ist ein Spezialfall
von H. Das ist hier trivial: Wihle f : B* — B* mit f(w) = w00w. Dann ist f berechenbar und
es gilt:

bw,; € K < f(bw;) € H.

O

2.8 Definition : Das Halteproblem fiir Turingmaschinen auf dem leeren Band ist die Sprache

Hy = {bw,; € B* | 7 angesetzt auf das leere Band hélt}.

2.9 Satz : Hj ist unentscheidbar.
Beweis : Wir zeigen H < Hy. Wir beschreiben zunichst zu vorgegebener Turingmaschine 7
und vorgegebenem Wort u € B* eine Turingmaschine 7,, die folgendermaflen arbeitet:
e Angesetzt auf das leere Band schreibt 7, zunichst u auf das Band. Dann arbeitet 7, wie
7 (angesetzt auf u).
e Es ist unerheblich, wie 7, arbeitet, wenn das Band anfangs nicht leer ist.
Ty kann man aus 7 und u konstruieren. Also gibt es eine berechenbare Funktion f: B* — B*

mit

f(bw-00u) = bw,,).
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Dann gilt
bw,00u € H
< 7 angesetzt auf u hilt.
& f(bw;00u) € Hp.
Also gilt H < Hy mittels f. O

Wir haben drei Varianten des Halteproblems fiir Turnigmaschinen kennengelernt, ndmlich K, H

und Hj. Alle drei Varianten sind unentscheidbar.

Fiir K haben wir dieses direkt durch ein Diagonalverfahren gezeigt, und fiir H und Hy haben
wir dieses durch Reduktion gezeigt: K < H < Hy.

In allen drei Varianten ging es um die Frage, ob es ein Entscheidungsverfahren gibt, das fiir jede

vorgelegte Turingmaschine das Halten entscheidet.
In allen Fillen war die Antwort ,,nein“.

Vielleicht gibt es wenigstens fiir jede einzelne Turingmaschine 7 ein Entscheidungsverfahren,

welches das Halten von 7 entscheidet.
2.10 Definition : Gegeben sei eine Turingmaschine 7. Das Halteproblem fiir T ist die Sprache

H, ={w € B* | 7 angesetzt auf w hélt}.

Fiir gewisse Turingmaschinen ist H; entscheidbar, z.B. gilt fiir die kleine Rechtsmaschine r

H,=DB"
und fiir die Turingmaschine 7 mit :
T {
O
H, = 0.

Es gibt aber auch Turingmachinen 7, fiir die H, unentscheidbar ist. Dies sind die ,,program-

mierbaren“ oder universellen Turingmaschinen.

2.11 Definition : Eine Turingmaschine 7,,; mit dem Eingabealphabet B heifit universell, wenn

fiir die von 7,,; berechnete Funktion h,  , folgendes gilt:
hr,., (bw:00u) = h(u),

d.h. Tyn; kann die Arbeitsweise jeder anderen Turingmaschine 7 beziiglich jedes Eingabewortes

u € B* simulieren.
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Relevanz zur Informatik :

Die Turingmaschine 7,,; ist ein Interpreter fiir Turingmaschinen, der selbst als Turingmaschine

geschrieben ist:

bw, —
Tuni — h, (u)

U —

Die Konstruktion von 7,,; entspricht daher dem Schreiben eines Interpreters fiir eine einfache

Programmiersprache in dieser Sprache selbst.
2.12 Lemma : Universelle Turingmaschinen 7,,; kann man effektiv konstruieren.

Beweis : Anschaulich arbeitet 7,,; angesetzt auf ein Wort w € B* wie folgt :

® Tun; stellt fest, ob w von der Form w = bw,00u fiir eine Turingmaschine 7 (mit Eingabe-
alphabet B) und ein Wort u € B* ist.

e Wenn nein, so geht 7,,; in eine Endlosschleife.

e Wenn ja, so simuliert 7,,; die Turingmaschine 7 angesetzt auf .

Letzteres kann genauer so geschehen:

1. 7uni éndert die Bandinschrift ab zu

bw7¢qou$,

wobei qg der Anfangszustand von T ist.
2. Im allgemeinen liegt 7,,; eine Bandinschrift
bw-¢vigav, $

vor, wobei v;qav, die momentane Konfiguration der Turingmaschine 7 darstellt. 7,,; merkt
sich das Paar (g, a) und stellt in der in bw, binérkodierten Ubergangsfunktion § von 7 den
Wert 6(q, a) fest.

3. Falls 6(q, a) definiert ist, lauft 7,; zur Konfiguration v;qav, von 7 zuriick und fithrt dann
den gewiinschten Ubergang aus. In der Regel muss 7,y,; mehrmals hin- und herlaufen, da
sie in ihrem Gedéchtnis @ nur endlich viel Information speichern kann. Schliellich ergibt
sich eine neue Bandinschrift der Form

bw.¢v'q'a’v,’$,

und 7,,; arbeitet weiter wie unter (2) beschrieben.
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4. Falls (g, a) undefiniert ist, also vjgav, eine Endkonfiguration von 7 ist, loscht 7,; die

Teilworte bw,¢ und $ und hilt selbst in einer Endkonfiguration der Form
V1QeQVy.
Offensichtlich sind die Ergebnisse von 7,,; und 7 gleich:
w(vqavy) = w(vgeavy).
Insgesammt gilt:

hr, . (bw:00u) = h(u)

wie gewiinscht. O

2.13 Satz : H,, , C B* ist unentscheidbar.

Beweis : Nach der Definition von 7,; gilt H < H, . mittels f = idp~. Fiir die im Beweis

konstruierte Turingmaschine 7,,; gilt sogar H = H.

uni?

da Tyn; in eine Endlosschleife gerit, falls

ein vorgegebenes Wort w € B* nicht aus H, also nicht von der Form w = bw,00u ist. U

Insagesamt haben wir gezeigt: K < H = H;

uni

< Hy

83 Rekursive Aufzihlbarkeit

In diesem Abschnitt geht es um eine Abschwiichung des Begriffs Entscheidbarkeit (Rekursivitét)
flir Sprachen L {iber einem Alphabet A.

3.1 Definition : Eine Sprache L C A* heiit (rekursiv) aufzihlbar , abgekiirzt r.a., falls L = ()

ist oder es eine totale, berechenbare Funktion G : N — A* gibt mit

d.h. L ist der Wertebereich von g.

Zum Vergleich sei der Begriff ”abzahlbar” wiederholt. L C A* ist abzdhlbar, falls L < N ist oder

dquivalent: falls es eine totale Funktion §: N — A* gibt mit

L =0 oder L = B(N)={5(0),5(1),3(2),...}.
Der Unterschied ist also, dass bei ”"abzéhlbar” die Funktion  nicht berechenbar zu sein braucht.
Wir wollen den neuen Begriff der rekursiven Aufzihlbarkeit ndher Untersuchen.
3.2 Definition (Semi-Entscheidbarkeit):

Eine Sprache L C A* heifit semi-entscheidbar, falls die partielle charakteristische Funktion von
L
wr s AT P
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berechenbar ist. Die partielle Funktion 1, ist wie folgt definiert:

wL(U)Z{ 1 falls vel

undef. sonst

Ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir eine Menge L C A* ist also ein ”Ja-Verfahren”, wiahrend

ein Entscheidungsverfahren ein ” Ja-Nein-Verfahren” ist. Wir halten fest:

Bemerkung : Fiir alle Sprachen L C A* gilt:

1. L ist semi-entscheidbar < L ist TURING-akzeptierbar.

2. L ist entscheidbar < L und L = A* — L sind TURING-akzeptierbar oder semi-entscheidbar.

Beweis : (1) folgt aus der Def. von ,semi-entscheidbar®. (2) folgt aus einem entsprechenden
Satz tiiber TURING-Akzeptierbarkeit. O

3.3 Lemma : Fiir alle Sprachen L. C A* gilt: L ist rekursiv aufzidhlbar < L ist semi-entscheidbar.
Beweis : "=": Sei L rekursiv aufzidhlbar mittels der Funktion §: N — A*. Sei f : A* parg {1}
durch folgenden Algorithmus berechnet:

e Eingabe: w € A*

e Wende [ sukzessive auf n =0,1,2,... an.

e Falls irgendwann ((n) = w gilt, halte mit Ausgabe 1. (Sonst hélt der Algorithmus nicht

an.)

Es gilt f = 4. Also ist L semi-entscheidbar.
7<" : ( dove tailing )

Sei L semi-entscheidbar mittels der Turingmaschine 7. Falls L # (), haben wir eine totale,
berechenbare Funktion §: N — A* mit 3(N) = L anzugeben.

Sei wy irgendein festgewihltes Wort aus L, werde 3 durch folgenden Algorithmus berechnet:

e Eingabe : n € N

e Stelle fest, ob n Primzahlkodierung eines Paares (w, k) € A*xNist, d.h. obn = T5(7 (w), k)
gilt, vgl. Beweis des Satzes 7 C F, im ersten Kapitel.

e Wenn nein, dann Ausgabe: wy.

e Andernfalls stelle fest, ob 7 angesetzt auf w in maximal k£ Schritten hélt (also den Wert 1,
d.h. "w € L” ausgibt).
Wenn ja, dann Ausgabe: w

Sonst Ausgabe: wq
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Wir zeigen: (N) = L.
7C” : Obiger Algorithmus gibt nur Woérter aus L aus.

727 1 Sei w € L. Dann gibt es eine Schrittzahl k € N, so dass 7 angesetzt auf w in k& Schritten
hilt und deshalb 1 ("w € L” ) ausgibt. Setze n = 73(7 (w), k). Dann gilt w = #(n) € f(N). O

3.4 Satz (Charakterisierung rekursiver Aufzihlbarkeit): Fiir alle Sprachen L C A* sind

folgende Aussagen dquivalent:

1. L ist rekursiv aufzéhlbar.
2. L ist Ergebnisbereich einer Turingmaschine 7, d.h L = {v € A* | 3w € ¥* mit h,(w) = v}.
3. L ist semi-entscheidbar.

4. L ist Haltebereich einer Turingmaschine 7, d.h.
L ={ve A*| h;(v) existiert}.

5. L ist TURING-akzeptierbar.

6. L ist Chomsky-0.

3.5 Korollar : Fiir alle Sprachen L C A* gilt:

L ist entscheidbar (rekursiv) < L und L = A* — L sind rekursiv aufzihlbar

Fiir Reduktionen gilt folgende Erweiterung des Reduktions-Lemmas:

3.6 Lemma : Sei L; < Lo. Dann gilt : Falls Lo rekursiv aufzdhlbar ist, so auch L.

Beweis : Sei L; < Lo mittels f. Dann gilt ¢1, = f oy, (erst f anwenden, dann vy, ). O

Wir zeigen jetzt, dass die Halteprobleme fiir Turingmaschinen rekursiv aufzihlbar sind.
3.7 Satz : Hy C B* ist rekursiv aufzahlbar.

Beweis : Hj ist semi-entscheidbar durch die Turingmaschine 7y, die angesetzt auf w € B*

folgendermaflen arbeitet:

e 7y stellt fest, ob w von der Form w = bw,; fiir eine Turingmaschine 7 ist.
e Wenn nein, so geht 7y in eine Endlosschleife.

e Wenn ja, so ldsst 7y die Turingmaschine 7 angesetzt auf das leere Band laufen. Falls 7 hélt,

so gibt 79 den Wert 1 aus. Sonst lduft 79 unendlich weiter.

Wir erhalten damit folgendes Hauptergebnis iiber das Halten von Turingmaschinen.

3.8 Hauptsatz (Halten von Turingmaschinen):
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1. Die Halteprobleme K, H, Hy und H, , sind rekursiv aufzdhlbar,

aber nicht entscheidbar.

2. Die komplementiren Probleme K, H, Hy und H, . sind abzdhlbar aber nicht rekursiv

uni

aufzahlbar
Beweis :
"(1)": Esgilt K <H=H,, , <H.
”(2)”: Wéren die komplementdren Probleme rekursiv aufzéhlbar, so wiren wegen ”(1) r.a.” und
des obigen Korollars die Halteprobleme entscheidbar. Widerspruch! 0

84 Automatische Programmverifikation

Kann der Computer fiir uns Programme verifizieren, d.h. festellen, ob ein Program P eine

vorgegebene Spezifikation S erfiillt 7 Genauer betrachten wir folgendes Verifikationsproblem:

Gegeben : Programm P und Spezifikation S
Frage : Erfiillt P die Spezifikation S ?

Wir formalisieren dieses Problem wie folgt:
e Programm P £ Turingmaschine 7 mit Eingabealphabet B = {0,1}

e Spezifikation S L Teilmenge & von 7p p, der Menge aller TURING-berechenbaren

Funktionen h : B* par B*
o P erfiillt S L2 h.es
Die Antwort gibt der Satz von RICE (1953, 1956):

Das Verifikationsproblem ist unentscheidbar bis auf zwei triviale Ausnahmen:

e S = (): Antwort stets “nein”.
e S ="1Tp p : Antwort stets “ja”
4.1 Satz (Satz von RICE): Sei S eine beliebige, nicht-triviale Teilmenge von 7p g, d.h. es gelte
) € S C Tp . Dann ist die Sprache
BW(S) = {bw; | h, € S} C B*

der Binédrkodierung aller Turingmaschinen 7, deren berechnete Funktion A, in der Funktionen-

menge S liegt, unentscheidbar.

Beweis : Um die Unentscheidbarkeit von BW (S) zu zeigen, reduzieren wir das unentscheidbare
Problem Hy bzw. dessen Komplement Hy = B* — Hy auf BW(S).
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Dazu betrachten wir zunéchst eine beliebige Funktion g € 7p g und eine beliebige Turingma-
schine 7. Sei 7, eine TM, die g berechnet. Ferner sei 7’ folgende TM, die von 7 und g abhéngt
und die wir deshalb ausfiihrlicher als 7/ = 7/(7, g) schreiben. Angesetzt auf ein Wort v € B*

arbeitet 7/(7, g) so:

1. Zunéchst wird v ignoriert und gearbeitet wie 7 angesetzt auf das leere Band.

2. Falls 7 halt, wird anschlieBend gearbeitet wie 7, angesetzt auf v.

Sei 2 € Tp p die iiberall undefinierte Funktion. Dann ist die von 7/(7, g) berechnete Funktion
hri(r ) durch folgende Fallunterscheidung beschreibbar:

B

7.9)

B { g falls 7 auf dem leeren Band hélt

) sonst.

Zu vorgegebenem g gibt es eine totale, berechenbare Funktion f, : B* — B* mit

fg(bwT) = bwT’(T,g)v

d.h. f, berechnet aus einer gegebenen Bindrkodierung einer Turingmaschine 7 die Binérkodie-

rung der Turingmaschine 7/(7, g).
Wir benutzen diese Funktion f, zur Reduktion. Dabei unterscheiden wir zwei Félle.

Fall1: Q¢S
Wihle irgendeine Funktion g € S. Dies ist moglich, da S # ().
Wir zeigen: Hy < BW(S) mittels f,.

bw; € Hy < 71 angesetzt auf das leere Band hélt
& hogg =9
& {Esgilt hy(rg) €{9,Q}, Q¢S und g € S.}
her(rg) €8
& bwy(rg € BW(S)
& fy(bwr) € BW(S)

Fall2: Q€S
Weihle irgendeine Funktion g ¢ S. Dies ist moglich, da S # 7p B.
Wir zeigen: Hy < BW (S) mittels f,.

bw, € Hy < 7 angesetzt auf das leere Band hélt nicht

= h‘T’(T,g) =0
& {Esgilt hy(rg) €{9,Q}, Q€S und g € S.}
hT/(.,.’g) eS

S bw(rg € BW(S)
& fy(bw,) € BW(S)
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Damit ist der Satz von Rice bewiesen. O

Anschaulich besagt der Satz von Rice, dass es hoffnungslos ist, aus der syntaktischen Form von
Turingmaschinen oder Programmen in algorithmischer Weise etwas iiber deren Semantik, d.h.

deren Ein-Ausgabe-Verhalten, verifizieren zu wollen.

Trotzdem ist automatische Programmuverifikation (auch :,model checking* genannt, wobei ,, mo-
del“ hier ,,Programm® entspricht) heute ein sehr aktives Forschungsgebiet. Es ist zum Beispiel

moglich fiir Programme, deren Verhalten durch endliche Automaten beschrieben werden kann.

85 Grammatikprobleme und Postsches Korrespondenzproblem

Wir betrachten zunéchst zwei Probleme iiber CHOMSKY-0-Grammatiken.
5.1 Definition (Wortproblem fiir CHOMSKY-0):
Das Wortproblem fiir CHOMSKY -0-Grammatiken lautet :

Gegeben : CHOMSKY-0-Grammatik G = (N, T, P, S) und ein Wort w € T*
Frage :Gilt we L(G)?

5.2 Satz : Das Wortproblem fiir CHOMSKY-0-Grammatiken ist unentscheidbar.

Beweisidee : Mit geeigneter Bindrcodierung von Grammatiken G und Worten w lésst sich das
Halteproblem fiir Turingmaschinen auf das Wortproblem reduzieren :
H < Wortproblem.

Vgl. fiir direkten Beweis auch die Beweise von Satz 1.2 und Lemma 1.6.

5.3 Definition : Das Ableitungsproblem fiir CHOMSKY-0-Grammatiken ist Folgendes:

Gegeben : CHOMSKY-0-Grammatik G = (N, T, P, S) und
zwei Worter u,v € (N UT)*
Frage :Gilt ukgov?

5.4 Satz : Das Ableitungsproblem fiir CHOMSKY-0-Grammatiken ist unentscheidbar.

Beweis : Offensichtlich gilt Wortproblem < Ableitungsproblem, weil fiir alle Grammatiken
G = (N,T,P,S) und Worter w € T* gilt:

we LG) & Sk w.

O

Als néchstes betrachten wir eine Art Puzzle-Spiel, das PosTsche Korrespondenzproblem. Es wur-
de von E. PosT (1946) angegeben und wird mit PCP (vom englischen “Post’s Correspondence

Problem”) abgekiirzt. Es geht darum, ein Wort auf zwei verschiedene Weisen zu konstruieren.

Fiir spatere Kodierungszwecke gehen wir von einer abzéhlbaren, unendlichen Menge

SYM = {ao, ai,az,. . }
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von Symbolen aus. Wir betrachten stets Worter iiber SYM. Sei ferner X C SYM ein Alphabet.

5.5 Definition : Eine Fingabe/Instanz des PCP ist eine endliche Folge Y von Wortpaaren, also

Y = ((u1,v1), -+ (Un, vn))

mit n > 1 und w;,v; € SYM* fiir i = 1,...,n. Falls u;,v; € X* gilt, heifit Y auch eine Eingabe
des PCP diber X .

Eine Korrespondenz oder Losung von Y ist eine endliche Folge von Indizes

(11, ey im)
mit m > 1 und 4y,...,9, € {1,...,n} , so dass

Uiy Ujy - - Ujy, = Vi Vg« .. V4,

gilt. Y heifit ldsbar, falls es eine Losung von Y gibt.

5.6 Definition :

1. Das PostTsche Korrespondenzproblem (PCP) ist folgendes Problem:
Gegeben: Eingabe Y des PCP

Frage: Besitzt Y eine Korrespondenz 7

2. Das PCP tiber X ist folgendes Problem:
Gegeben: Eingabe Y des PCP iiber X

Frage: Besitzt Y eine Korrespondenz ?

3. Das modifizierte PCP (kurz MPCP) ist folgendes Problem:

Gegeben: Eingabe Y = ((u1,v1), ..., (tun,v,)) des PCP,
wobei u; e firi=1,...,n

Frage:  Besitzt Y eine Korrespondenz (iy, ..., 4,) mit i3 =17
Die Korrespondenz soll also mit dem ersten Wortpaar
beginnen, so dass u;, U, . . . Ui, = Vi, Viy - .. V4,

gilt.

Beispiel : Wir betrachten zunéchst

Y1 = ((10,00), (1,101), (011, 11))

also
up = 10 ;o1 = 00
Uy = 1 ,vo = 101
us = 011 , V3 = 11

Dann ist (2,3, 1,3) eine Korrespondenz von Y7, denn es gilt:
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UU3ULU3 = 101110011 = V2U3V1V3

(2) Als néchstes betrachten wir

Ya = ((00, 10), (1,0), (101,0)).

Y5 besitzt keine Korrespondenz, da fiir jedes Wortpaar (u,v) € Ys gilt: weder u ist Anfangswort

von v, noch ist v Anfangswort von u.

Selbst einfache Eingaben des PCP kénnen einen hohen Schwierigkeitsgrad besitzen. Zum Beispiel
besitzt fiir
Y = ((001,0),(01,011), (01,101), (10,001))

die kiirzeste Losung bereits 66 Indizes (vgl. Schoning, 4. Auflage, S. 132). Wir untersuchen
deshalb die Frage, ob das PCP entscheidbar ist.

Bemerkung : Fiir einelementige Alphabete X ist das PCP iiber X entscheidbar.

Beweis : Sei etwa X = {I}. Jedes Wort I"™ {iber X kann mit der natiirlichen Zahl n identifiziert
werden. Jede Eingabe Y des PCP {iber X kann daher als Folge von Paaren natiirlicher Zahlen

aufgefasst werden:
Y = ((ul?vl)a ) (un>vn))

mit n > 1 und u;,v; € N fiir ¢ = 1,...,n. Y ist 16sbar, genau dann, wenn es eine Folge von
Indizes (i1,...,%,) mit m > 1 und ¢; € {1,...,n} fir j =1,...,m gibt, so dass

m m

Z“ij = Z“ia‘

j=1 j=1

gilt. Wir haben es also mit der Losbarkeit eines Problems fiir natiirliche Zahlen zu tun.

Wir zeigen:

Y ist 16sbar < (a) 35 € {1,...,n} :u; =v;
oder
(b) Ik, 5 € {1,...,n}:
up < vg und u; > vj

“=": Kontrapositionsbeweis: Falls weder (a) noch (b) gilt, haben alle Paare (u,v) € Y die Ei-
genschaft u < v oder alle Paare (u,v) € Y die Eigenschaft v > v. Die durch u-Teile zusammen-
gesetzten Worter wiren also stets kiirzer oder stets langer als durch v-Teile zusammengesetzte
Worter. Damit ist Y nicht 16sbar.

“<”: Falls u; = v; gilt, ist die triviale Indexfolge (j) Losung von Y. Falls u; < v und u; > v
gilt, ist die Folge
(kyoosky Lo l)

(ug—vy)mal (vi—ug)mal
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Losung von Y, denn es gilt
ug (g — vr) + w(vg — ug) = vp(ug — vr) + vi(vg — ug).

Offenbar sind die Eigenschaften (a) und (b) entscheidbar. Damit ist das PCP {iber einem ein-
elementigen Alphabet entscheidbar. O
Wir untersuchen jetzt den allgemeinen Fall des PCP. Unser Ziel ist folgender Satz:
5.7 Satz : Fiir jedes Alphabet X mit | X| > 2 ist das PCP iiber X unentscheidbar.

Wir zeigen den Satz durch Reduktion des Ableitungsproblems fiir Chomsky-0-Grammatiken auf

das PCP iiber {0,1}. Genauer beweisen wir drei interessante Reduktionen:
Ableitungsproblem < MPCP < PCP < PCP iiber {0, 1}.

Wir beginnen mit der ersten Reduktion.

5.8 Lemma : Ableitungsproblem < M PCP

Beweis : Wir geben einen Algorithmus an, der zu gegebener CHOMSKY-0-Grammatik G =
(N,T,P,S) mit (NUT C SYM) und gegebenen Wortern u,v € (N UT)* eine Eingabe Yg 4,
fir das MPCP konstruiert, so dass folgendes gilt:

(1) ubive Youe besitzst eine Korrespondenz, die mit dem

ersten Wortpaar beginnt.

Wir benutzen ein Symbol § , das nicht in N U T vorkommen mége. Dann besteht Y ., , aus

folgenden Wortpaaren:

e Erstes Wortpaar : (4, fuf)
e Produktionen : (p,q) fiir alle p — q€ P
e Kopieren : (a,a) fir alle a € NUT U {#}

e Abschluss : (fvf, 1)

Bis auf erste Wortpaare ist die genaue Reihenfolge der Wortpaare in Yg ,, , unerheblich. Wir

zeigen jetzt, dass (1) gilt.

“=" : Es gelte u 7, v. Dann gibt es eine Ableitung von u nach v der Form

(2) u = ugpovo Fa uogovo = urp1v1
Fa u1qiv1 = ugpava

G upqrvg = v
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wobei pg — qo,-.-,Pr — qx € P gilt. Zu dieser Ableitung gibt es folgende Korrespondenz von

YG w0, wobei wir die beiden Komponenten der Wortpaare in zwei Zeilen aneinanderreihen :

B <uo m @@)\@ n >@ \
T EDOCED G-

@ Qk’ Pk UD # v +#
\

[N
N
OER)

Die “Winkelstiicke” mit u und v stellen das erste Wortpaar bzw. das Abschlusspaar dar. Die

rund umrandeten Teilworter u;, v;, f werden symbolweise durch die Kopier-Paare (a,a) fir a €
N UT U {t} gebildet. Die eckig umrandeten Teilwérter p;,q; werden durch das entsprechende
Produktionenpaar (p;,q;) gelegt. Durch verbindende Linien ist die Zugehorigkeit zum selben
Wortpaar angedeutet.

“<” : Gegeben sei jetzt eine Korrespondenz von Yg 4, ., die mit dem ersten Wortpaar beginnt.
Aus der Gestalt der Wortpaare in Y 4, folgt, dass die Korrespondenz so aufgebaut sein muss wie
unter “=" gezeigt mit der Ausnahme, dass die Teilworter u bzw. u;q;v; durch reines Anwenden

der Kopier-Paare (a,a) sich endlich oft wiederholen kénnen :

OlEI(0AWION
ED]0lDIOGEDIOE

Um die Korrespondenz zu vervollstdndigen, muss das Abschlusspaar gelegt werden kénnen. Dazu

miissen Produktionspaare (p;,q;) eingefiigt werden, so dass die Korrespondenz eine Ableitung

(2) von u nach v beschreibt.

Man beachte, dass “<” nur gilt, weil wir im Sinne der M PCP mit dem ersten Wortpaar be-
ginnen. Ohne diese Einschrinkung lieferte z.B. das Kopierpaar (4, 1) eine triviale Korespondenz,
zu der nicht u k7, v folgt. O

5.9 Lemma : MPCP < PCP
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Beweis : Wir geben einen Algorithmus an, der zu gegebener Eingabe Y = ((u1,v1), ..., (un,vn))
fiir das M PCP, also mit u; # ¢ fiir i = 1,...,n, eine Eingabe Ypcp fiir das PCP konstruiert,
so dass folgendes gilt :

(3) Y besitzt eine Korrespondenz, die mit dem ersten Wortpaar beginnt.

< Ypop besitzt eine Korrespondenz.

Idee : Konstruiere Ypcp so, dass jede Korrespondenz notwendigerweise mit dem ersten Wortpaar

beginnt.

Dazu benutzen wir neue Symbole 5 und + , die in keinem der Worter aus Y vorkommen mégen.

Wir definieren zwei Abbildungen

p: SYM* — SYM*,
A SYM* — SYM*,

wobel fiir w € SYM*

e p(w) aus w entsteht, indem rechts von jedem Buchstaben von w das Symbol [ eingefiigt

wird,

e \(w) aus w entsteht, indem links von jedem Buchstaben von w das Symbol [ eigefiigt

wird.

Zum Beispiel gilt
p(GTI)=GPTRIB und MNGTI)=pBGHLTAHI.

Fiir die Abbildungen p und A gelten folgende Gesetze: fiir alle u,v € SYM®st

1. p(e) =cund A(e) =¢
2. p(uv) = p(u)p(v) und A(uv) = A(u)A(v)

. u=vE Gpu) =Av)p

Die Gesetze 1 und 2 besagen, dass p und A Worthomomorphismen sind, d.h. £ und die Konka-

tenation bleiben erhalten.

Aus Y konstruieren wir folgendes Ypop mit Wortpaaren, die von 0 bis n + 1 durchnummeriert
sind:
Ypep = ( (Bp(u1), A(v1)), 0.Wortpaar
(p(u1), A(v1)) , 1.Wortpaar
(p(un), AM(vy)) , n-tes.Wortpaar
(v,67)) , n+ 1-tes Wortpaar

Wir zeigen jetzt. dass (3) gilt:
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“=":Sei (1,41,...,4n,) eine Korrespondenz von Y, d.h. uju,, ... u;,, = v1vi,...v;, . Mit Gesetz
3. gilt :
Bp(urtiy . . . ui, )y = Morvi, ... v, ) By

Durch mehrfaches Anwenden von Gesetz 2. erhalten wir :

Bp(u) plui,) | | plui,) v
A(v1) Awi) | 0| Awiy) By

Durch die Einrahmungen haben wir Worter zusammengefasst, die jeweils in einem Wortpaar

von Ypcp vorkommen. Wir sehen:
(17i2a"'7iman+ 1)
ist eine Korrespondenz von Ypcp.

“<": Wir zeigen diese Richtung nur fiir den folgenden Fall: v; e firi=1,...,n

Sei (i1,...,%4n) irgendeine Korrespondenz von Ypcp. Dann gilt i1 = 0 und 4, = n + 1, da
nur die Wortpaare im 1.Wortpaar (Sp(uy), A(v1)) mit dem selben Symbol beginnen und nur die
Worter im (n + 1)-ten Wortpaar (v, 37) mit demselben Symbol enden. Sei k € {2,...,m} der
kleinste Index mit i, = n+ 1. Dann ist auch (i1, .. .,4x) eine Korrespondenz von Ypcp, da  nur
als letztes Symbol im zugehorigen Korrespondenzwort vorkommt. Aus der Form der Wortpaare
folgt weiterhin:

i A1 fir j=2,.. . k— 1.

Andernfalls gibe es im Teilwort p(u;;_,)Bp(u1) zwei aufeinanderfolgende §’s, die wegen v; # €

durch kein Legen von A(v;)’s nachgebildet werden kénnten.

Damit hat das Korrespondenzwort folgende Struktur

Bp(u1) pluis) | | p(uiy_y) v
_ A(v1) A(viy) | M) By

Durch Anwenden der Gesetze (ii) und (iii) schlieBen wir
ULUjy - - - Ujy,_y = V1Vjg -+ - V-

Damit ist (1,42,...,i,_1) eine Korrespondenz von Y. Im Falle, dass es ein v; = ¢ gibt, ist die

Argumentation schwieriger.
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5.10 Lemma : PCP < PCP iiber {0, 1}

Beweis : Zur Reduktion benutzen wir eine Bin#drkodierung der Worter iiber SYM, d.h. eine

injektive, berechenbare Funktion
bw: SYM* — {0,1}*,
wie wir sie bei der Bindrkodierung von Turingmaschinen kennengelernt haben.

Sei jetzt eine Eingabe Y = ((u1,v1),. .., (un, vn)) des PCP gegeben. Dann definieren wir
bw(Y) = ((bw(ur), bw(vi)), .. ., (bw(un), bw(va)))
als Eingabe des PCP iiber {0,1}. Offenbar gilt:

Yist losbar < bw(Y') ist 16sbar.

Aus den obigen drei Lemmata gewinnen wir die Unentscheidbarkeit der folgenden Probleme:

e MPCP,

e PCP,

PCP iiber {0,1} und

PCP iiber X mit | X| > 2.

Insbesondere haben wir obigen Satz bewiesen.
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86 Unentscheidbarkeitsresultate fiir kontextfreie Sprachen

Wir koénnen jetzt die in Kapitel III angkiindigten Unentscheidbarkeitsresultate fiir kontextfreie

Sprachen beweisen. Im Gegensatz zu reguldren Sprachen gilt Folgendes:

6.1 Satz : Fiir kontextfreie (also CHOMSKY-2-) Sprachen sind

e das Schnittproblem,
e das Aquivalenzproblem,

e das Inklusionsproblem

unentscheidbar.

Beweis :
Schnittproblem: Gegeben seien zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gs. Die Frage lau-
tet: Gilt L(G1) N L(G2) = 07 Wir zeigen, dass das Postsche Korrespondenzproblem auf das

Schnittproblem reduzierbar ist
PCP < Schnittproblem
Daraus folgt die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems.

Gegeben sei jetzt eine beliebige Eingabe Y = ((u1,v1), ..., (un,v,)) des PCP mit u;,v; € X*
fiir ein Alphabet X. Wir geben einen Algorithmus an, der fiir jede solche Eingabe Y zwei kon-

textfreie Grammatiken G; und Go konstruiert, so dass folgendes gilt
Y besitzt eine Korrespondenz. <= L(G1) N L(G2) # 0. (%)

Die Idee ist, dass G alle Worter erzeugt, die durch Aneinanderlegen der u;’s entstehen kénnen,
und G alle Worter, die durch Aneinanderlegen der v;’s entstehen kénnen. Damit die gewiinschte
Beziehung (x) gilt, miissen GG; und G2 auch die Indizes i der gelegten u; und v; festhalten.
Dazu benutzen wir n neue Symbole ay,...,a, ¢ X und wihlen fiir G; und G2 als Menge der
Terminalsymbole

T={a,...,an} UX

Setze dann G; = ({S},T, P;, S),i = 1,2. Dabei ist P; durch folgende Produktionen gegeben:
S — ajuy | a1 Sur | ... | apuy | anSuy,

P; ist durch folgende Produktionen gegeben:
S — ajvr|arSvi| ... |apvn | anSv,

Offenbar gilt

L(Gy) =A{ai,, ...aj,uiy .. w;,, |m>1und iq,... 0, € {1,...,n}}
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und

L(Gg) :{aim...ailvil...vim\mz 1und iq,...,%, € {1,...,n}}.
Daraus folgt:

Y besitzt die Korrespondenz (i1, ..., iny).
S Qg e AUy e U = Qe G Vg e V5 € L(Gl) N L(GQ)
Also gilt (x) und damit die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems. Wir haben sogar ein stérke-
res Resultat bewiesen: die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems fiir deterministische kontext-
freie Sprachen. Wie man leicht nachpriift, sind nédmlich die Sprachen L(G1) und L(G3) deter-

ministisch. O

Aquivalenzproblem: Gegeben seien zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gs. Die Frage
lautet: Gilt L(G1) = L(G2) 7 Wir zeigen die Unentscheidbarkeit dieses Problems durch folgende
Reduktion:

Schnittproblem fiir deterministische kontextfreie Sprachen

< Aquivalenzproblem.

Seien also zwei deterministische kontextfreie Kellerautomaten K und Ky gegeben. Wir zeigen,
dass man daraus algorithmisch zwei (nicht notwendig deterministische) kontextfreie Grammati-

ken G1 und G2 konstruieren kann, so dass folgendes gilt:

L(/Cl) N L(ICQ) =) L(Gl) = L(GQ).

Wir nutzen dabei aus, dass zu Ko der Komplement-Kellerautomat Ko mit L(Kz2) = L(K3) kon-
struiert werden kann (vgl. Kapitel I1I, Abschnitt 6). Aus K; und Ky kénnen dann algorithmisch

kontextfreie Grammatiken G; und G9 mit
L(G1) = L(K1) U L(K2) und L(G2) = L(K3)

konstruiert werden. Damit gilt

LK )NLKy) =0 <= L(K1) C L(K2)
& L(K1) € L(Ks)
& L(Ki) U L(Ks) = L(Ky)
& L(G1) = L(G2)

wie gewiinscht.

Inklusionsproblem: Gegeben seien zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gs. Die Frage
lautet: Gilt L(G1) C L(G3) ? Offensichtlich gilt die Reduktion

Aquivalenzproblem < Inklusionsproblem
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Daher ist auch das Inklusionsproblem unentscheidbar. O

Ein weiteres Unentscheidbarkeitsresultat betrifft die Mehrdeutigkeit von kontextfreien Gramma-
tiken. Fiir die praktische Anwendung von kontextfreien Grammatiken zur Syntaxbeschreibung
von Programmiersprachen wire es angenehm, einen algorithmischen Test auf Mehrdeutigkeit zu

haben. Einen solchen Test gibt es aber nicht.
6.2 Satz : Es ist unentscheidbar, ob eine gegebene kontextfreie Grammatik mehrdeutig ist.

Beweis : Wir zeigen folgende Reduktion

PCP < Mehrdeutigkeitsproblem. ()

Gegeben sei eine Eingabe Y = ((u1,v1),. .., (un,v,)) des PCP. Wir konstruieren zunéchst die
kontextfreien Grammatiken G; = ({S;},T, P;, Si),i = 1,2, wie fiir die Reduktion des PCP auf
das Schnittproblem. Anschliefend konstruieren wir daraus die kontextfreie Grammatik G =
({S, S1, 52}, T, P, S) mit

P={S— 5,5 — S}UPUP.

Da (1 und G5 eindeutig sind, liegt die einzig moégliche Mehrdeutigkeit von G bei der Konstruk-
tion eines Ableitungsbaumes von G zu einem Wort w € T* in der Benutzung der Produktionen
S — 51 bzw. S — Ss5. Daher ergibt sich folgendes:

G ist mehrdeutis <  L(G1) N L(G3) # 0

< Y besitzt eine Korrespondenz.

Damit ist die Reduktion (x) gezeigt, und es folgt die Unentscheidbarkeit des Mehrdeutigkeits-
problems. O



Kapitel VI

Komplexitit

81 Berechnungskomplexitit

Bisher haben wir uns mit der Effektivitit oder Berechenbarkeit von Problemen beschéftigt,
d.h. mit der Frage, ob vorgegebene Probleme iiberhaupt algorithmisch l6sbar sind, und wir
haben uns mit einer Art struktureller Komplexitit beschiftigt, d.h. mit der Unterscheidung,
welcher Typ von Maschine zur algorithmischen Losung von Problemen benétigt wird. Dabei

haben wir folgende Hierarchie kennengelernt:
(1) regulére Sprachen < endliche Automaten

(2) kontextfreie Sprachen « Kellerautomaten

(3) CHOMSKY-0-Sprachen « Turingmaschinen

Jetzt wollen wir uns mit der Effizienz oder Berechnungskomplexitit befassen, d.h. mit der Frage,
wieviel Rechenzeit und wieviel Speicherplatz man benétigt, um ein Problem algorithmisch zu
16sen. Genauer werden Zeit und Platz in Abhéngigkeit von der Grdfie der Fingabe studiert. Man

unterscheidet zwei Arbeitsrichtungen:

a) Fiir konkrete Probleme mdglichst effiziente Algorithmen angeben:

- wichtig fiir praktische Problemlésungen

- theoretisch interessant als Nachweis von oberen Schranken fiir das Problem: z.B. be-

sagt ein existierender n3-Algorithmus, dass das Problem héchstens n3 , schwer® ist.

b) Nachweis von unteren Schranken fiir ein Problem, so dass jeder Algorithmus mindestens
die Komplexitit der unteren Schranke annimmt. Triviale untere Schranke fiir die Zeitkom-

plexitét ist n, die Grofle der Eingabe.

Aussagen iiber die Komplexitdt hingen vom benutzten Maschinenmodell ab. In der Theorie

betrachtet man meistens deterministische oder auch nichtdeterministische Turingmaschinen mit
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mehreren Bdindern. Durch die Benutzung mehrerer Bander erhélt man realistischere Aussagen als
bei 1-Band-TM, da Rechenzeiten fiir blofles Hin- und Herlaufen auf dem Turingband entfallen.

1.1 Definition : Seien f : N — R eine Funktion und 7 eine nichtdeterministische Mehrband-TM
mit dem Eingabealphabet 3.

(i) 7 hat die Zeitkomplezitit f(n), falls fiir jedes Wort w € ¥* der Lange n gilt: 7 angesetzt

auf die Eingabe w hilt bei jeder méglichen Berechnung in héchstens f(n) Schritten an.

(ii) 7 hat die Platzkomplezitit f(n), falls fiir jedes Wort w € ¥* der Linge n gilt: 7 angesetzt
auf die Eingabe w benutzt bei jeder moglichen Berechnung auf jedem Band hochstens f(n)
Felder.

Diese Definition ist insbesondere auch auf deterministische Mehrband-TM anwendbar. Fiir solche

TM gibt es natiirlich fiir jede Eingabe w genau eine Berechnung.

Im Zusammenhang mit TM werden Probleme meist als Sprachen dargestellt, die akzeptiert wer-
den sollen. Diese Darstellung haben wir bereits in Kapitel iiber ,,Nichtberechenbare Funktionen
und Unentscheidbare Probleme “ benutzt. Z.B. wurde das Halteproblem fiir TM als die Sprache

H = {bw;00u € B* | T angesetzt auf u hilt }

dargestellt. Wir fassen jetzt Probleme, also Sprachen, die mit gleicher Komplexitéit akzeptiert

werden konnen, zu sogenannten Komplezititsklassen zusammen.
1.2 Definition : Sei f: N — R.

DTIME (f(n)) = {L| es gibt eine deterministische Mehrband-TM der Zeitkomplexitét f(n),
die L akzeptiert }

NTIME (f(n)) = {L| es gibt eine nichtdeterministische Mehrband-TM der Zeitkomplexitét
f(n), die L akzeptiert }

DSPACE (f(n)) = {L| es gibt eine deterministische Mehrband-TM der Platzkomplexitét f(n),
die L akzeptiert }

NSPACE (f(n)) = {L| es gibt eine nichtdeterministische Mehrband-TM der Platzkomplexitéit
f(n), die L akzeptiert }

Beispiel : Betrachte L = {uu|u € {a,b}*}. Wir wollen eine moglichst effiziente Mehrband-TM

konstruieren, die L akzeptiert.

Lésungsidee:

- Zu gegebenem Wort w € {a,b}* stelle erst die Mitte von w fest und

vergleiche dann die beiden Hilften.

- Zum Feststellen der Mitte wird ein 2.Band benutzt: also deterministische
2-Band TM.

Operationelle Phasen: Gegeben sei w € {a,b}* der Linge n.
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unteren Kopf auf beiden
halb so schnell

- Béandern
wie oberen % Schritte
bewege.n nach links
(% Striche auf
Bd.2) Dabei
Test, ob n
gerade ist.

w
| u v . [ v JUul---Ju] .
(3) (4)
[T 1] ] [ v ]
ﬁ 2. Hilfte v E‘ oberen Kopf
vom 1.Bd. auf rechtes
aufs 2.Bd. Ende von u
kopieren setzen
und auf
1.Bd.
16schen
[ u L . [ u ]
(5) ‘\
[ v T[] [ o]
I/i‘:r u und v ﬁ
riickwérts
vergleichen.
Akzeptieren,
falls u = v

Zeitkomplexitét der 5 Phasen berechnen:

(n+1)+(g+1)+(g+1)+(g+1)+(g+1):3n+5

Platzkomplexitét: n + 2

Also gilt: L € DTIME (3n + 5),
L € DSPACE (n + 2).

Nichtdeterministisch kann man folgendermafien vorgehen:
Teil 1: Kopiere zeichenweise von Band 1 auf Band 2. Bricht diesen Prozess nichtdeterministisch
irgendwann ab.

Teil 2: Kehre auf Band 2 an den Anfang zuriick.

Teil 3: Vergleiche nun zeichenweise, ob ab der Position auf dem ersten Band das gleiche steht wie
auf dem zweiten Band. Falls dies zutrifft und beide Lese-Schreibkopfe gleichzeitig am Ende

auf Blank stoflen, dann akzeptiere.
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Dieses Vorgehen benétigt im Erfolgsfall

n n n 3n
9 9 1) (7 1> =5 i )
5 < 5 5 5 2 Schritte

im ungiinstigsten Fall, dass die nichtdeterministische Entscheidung erst beim letzten Zeichen
des Eingabewortes fillt
n+(n+1)+1=2n+2 Schritte.

Also gilt: L € NTIME(2n + 2)

In der Komplexitétstheorie vergleicht man das asymptotische Verhalten von Zeit- und Platzkom-
plexitédt, d.h. das Verhalten fiir ,,geniigend grofle“ n. Dadurch lassen sich konstante Faktoren

vernachléssigen. Dazu benutzt man die O-Notation aus der Zahlentheorie.

1.3 Definition : Sei g : N — R. Dann ist
O(g(n)) ={f :N—R|3ng,k € NVn > ng: f(n) <k-g(n)}

d.h. O(g(n)) ist die Klasse aller Funktionen f, die fiir geniigend groBe Argumente n durch ein

Vielfaches von g beschrdnkt werden.

Beispiel : (n — 3n+4),(n — n+ 2) € O(n). Wir sagen deshalb auch: die Sprache L kann
mit Zeit- und Platzkomplexitédt O(n) akzeptiert werden, bzw. L kann mit linearer Zeit- und

Platzkomplexitat akzeptiert werden.

Da eine TM in jedem Rechenschritt hochstens ein neues Feld auf ihren Béndern besuchen kann,
folgt:

N

DSPACE(f(n))
DTIME(f(n)) ~ NSPACE(f(n))
NTIME(f(n))

N

N
N
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§2 Die Klassen P und NP

Fiir praktisch brauchbare Algorithmen sollte die Komplexitétsfunktion ein Polynom p(n) k-ten

Grades sein, also von der Form

p(n) = agn® + -+ ain +ag

mit a; e Nfiri=0,1,...,k, kK € Nund a; # 0.

2.1 Definition (CoBHAM, 1964):

P = U DTIME(p(n))
p Polynom in n

NP = U NTIME(p(n))
p Polynom in n

PSPACE = U DSPACE(p(n))
p Polynom in n

NPSPACE = U NSPACE(p(n))

pPolynom in n

2.2 Satz (SAvITCH, 1970): Fiir alle Polynome p in n gilt:

NSPACE(p(n)) = DSPACE(p*(n))

und damit

NPSPACE = PSPACE.

Ferner gilt
PC NP CPSPACE, ()

da — wie bereits gesagt — eine TM in jedem Rechenschritt héchstens ein neues Feld besuchen

kann.
Offenes Problem der Informatik: Sind die Inklusionen in () echt oder gilt die Gleichheit ?

Die Klassen P und NP sind von grofier Bedeutung, denn sie markieren den Ubergang von
praktisch durchfiihrbarer Berechenbarkeit bzw. Entscheidbarkeit zu nur theoretisch interessan-
ter Berechenbarkeit bzw. Entscheidbarkeit. Dieser Ubergang sei durch das folgende Diagramm

veranschaulicht:
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alle Probleme bzw. Sprachen

berechenbar bzw. entscheidbar

exponentielle Zeit

PSPACE
nichtdet. polyn. Zeit: NP

det. polyn. Zeit: P NPC

Praktisch 16sbar, d.h. praktisch berechenbar bzw. entscheidbar sind die Probleme in der Klasse

P, deren Prinzip durch folgenden Merksatz charakterisiert werden kann:

P:  Konstruiere in deterministischer Weise und

polynomieller Zeit die richtige Lésung.

Dabei sollten die zeitbeschrinkenden Polynome einen moglichst kleinen Grad wie n, n? oder n3
haben.

Praktisch unlosbar sind dagegen alle Probleme, fiir die der Zeitaufwand nachweislich exponentiell
mit der Groéfle n der Eingabe wéchst, jedenfalls wenn beliebige n zugelassen werden. Zwischen
diesen beiden Extremen liegt eine grofle Klasse von praktisch wichtigen Problemen, fiir die
im Augenblick nur exponentielle deterministische Algorithmen bekannt sind, die aber durch
nichtdeterministische Algorithmen in polynomieller Zeit gelost werden konnen. Dieses ist die

Klasse NP, deren Prinzip im Vergleich zu P wie folgt formuliert werden kann:

NP: Rate nichtdeterministisch einen Losungsvorschlag und verifiziere bzw.
priife dann in deterministischer Weise und polynomieller Zeit,

ob dieser Vorschlag eine richtige Losung ist.

Auch diese Probleme sind bis heute in wvoller Allgemeinheit praktisch unlésbar. In der Praxis
behilft man sich mit sogenannten Heuristiken, die den nichtdeterministischen Suchraum der
moglichen Losungsvorschlédge stark einschrédnken. Durch diese Heuristiken versucht man, eine

»ldeallosung® zu approximieren.

Beispiele fiir Probleme aus der Klasse NP

(1) Problem des Hamiltonschen Pfades
Gegeben: Ein endlicher Graph mit n Knoten.
Frage: Gibt es einen Hamiltonschen Pfad in dem Graphen, d.h. einen Kantenzug, der jeden

Knoten genau einmal trifft?

Betrachte z.B. den folgenden Graphen:
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Dann ist der Kantenzug K1-K2-K3-K4 ein Hamiltonscher Pfad. Es ist leicht zu sehen, dass
das Problem des Hamiltonschen Pfades in NP liegt: Man rate zunéchst einen Pfad und
priife dann, ob jeder Knoten genau einmal getroffen wird. Da es n! Pfade im Graphen
gibt, wire dieses Verfahren nur mit exponentiellem Aufwand in deterministischer Weise

anzuwenden.

(2) Problem des Handlungsreisenden
Gegeben: Ein endlicher Graph mit n Knoten und Liangenangaben € N fiir jede Kante sowie
eine Zahl k € N.
Frage: Gibt es fiir den Handlungsreisenden eine Rundreise der Liange < k oder mathema-
tischer: gibt es einen Kreis, d.h. einen geschlossenen Kantenzug, der Linge < k der jeden

Knoten mindestens einmal trifft?

Auch dieses Problem liegt in NP: Man rate zunéchst einen Kreis und berechne dann
dessen Linge. Das Problem des Handlungsreisenden ist von praktischer Bedeutung z.B.

beim Entwurf von Telefonnetzwerken oder integrierten Schaltungen.

(3) Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Ausdriicke (abgekiirzt SAT vom englisch-
en Wort ,,satisfiability*)
Gegeben: Ein Boolescher Ausdruck B, also ein Ausdruck, der nur aus den Variablen
x1,T2,...,%, besteht, die durch Operatoren — (not), A (and) und V (or), sowie durch
Klammern miteinander verkniipft sind.
Frage: Ist B erfiillbar, d.h. gibt es eine Belegung der Booleschen Variablen z1,xo, ..., zy,
in B mit 0 und 1, so dass B insgesamt den Wert 1 liefert?

Zum Beispiel ist B = (x1 A x2) V —xg erfiillbar durch die Werte x1 = 29 = 1 oder z3 = 0.
Wir werden das Problem SAT im Abschnitt 3 genauer untersuchen. d

Bei den Untersuchungen zur bislang offenen Frage, ob P = NP gilt, ist man auf eine erstaunliche
Teilklasse von NP gestofien, die Klasse NPC der sogenannten NP-vollstindigen Probleme. Es
gilt:

Wenn ein Problem aus NPC in P liegt, so liegen bereits alle Probleme aus NP in P,
d.h. dann gilt P = NP.

Die Klasse NPC wurde 1971 von S.A. COOK eingefiihrt. Das eben vorgestellte Problem SAT
wurde von COOK als erstes als NP-vollstéindig nachgewiesen. Ab 1972 hat R. KARP viele weitere

Probleme als NP-vollstdndig nachgewiesen. Heute kennt man weit {iber 1000 Beispiele aus der
Klasse NPC.
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Im folgenden wollen wir den Begriff NP-vollstindig definieren. Dazu benétigen wir den Be-
griff der polynomiellen Reduktion, die KARP 1972 als Beweistechnik zum Nachweis von NP-
Vollstandigkeit einfiihrte. Es handelt sich dabei um eine Verschirfung des Begriffs der Reduktion
L1 < L9 aus Abschnitt 2.

2.3 Definition : Seien L; C ¥] und Ly C X5 Sprachen. Dann heiit L1 auf Lo polynomiell
reduzierbar, abgekiirzt
Ly <, Lo,

falls es eine totale und mit der Zeitkomplexitét eines Polynoms berechenbare Funktion f : ¥7 —
Y5 gibt, so dass fiir alle w € X7 gilt:

w e L1 < f(w) S LQ.
Wir sagen auch: Ly <, Lo mittels f.

Anschaulich besagt L1 <, La, dass L1 nicht aufwendiger oder ,,schwerer” als Lo ist. Man erkennt
leicht, dass <, eine reflexive und transitive Relation auf Sprachen ist, da mit zwei Polynomen

p1(n) und p2(n) auch pj(p2(n)) ein Polynom ist.

2.4 Definition (CoOK, 1971): Eine Sprache L heifit NP-vollstindig, falls Ly € NP gilt und
VLeNP: L <, L.

2.5 Lemma (Polynomielle Reduktion): Sei L; <, Ly. Dann gilt:

(i) Falls Ly € P gilt, so auch L; € P.
(ii) Falls Ly € NP gilt, so auch L; € NP.

(iii) Falls L1 NP-vollstéindig ist und Ly € NP gilt, so ist auch Ly NP-vollsténdig.

Beweis : zu (i) und (ii): Es gelte Ly <, Lo mittels einer Funktion f, die durch eine Tu-
ringmaschine 71 berechnet wird. Das Polynom p; begrenze die Rechenzeit von 71. Da Ly € P
(bzw. Ly € NP) ist, gibt es eine durch ein Polynom py zeitbeschréinkte (nichtdeterministische)

Turingmaschine 7, die die charakteristische Funktion xr, berechnet.

Wie bei der normalen Reduktion ist dann die charakteristische Funktion xz, fiir alle w € X7

wie folgt berechenbar:

XLy (W) = XL, (f (w))-
Dieses geschieht durch Hintereinanderschalten der Turingmaschinen 7 und 7 . Sei jetzt |w| = n.
Dann berechnet 71 das Wort f(w) in pj(n) Schritten. Diese Zeitschranke beschrankt zugleich
die Lénge von f(w), d.h. |f(w)| < p1(n). Damit wird die Berechnung von xr,(f(w)) in

pi(n) + pa(p1(n))

Schritten durchgefiihrt. Also ist auch L; € P (bzw. L1 € NP).
zu (#i): Sei L € NP. Da L; NP-vollstandig ist, gilt L <, L;. Ferner gilt Ly <, Lo. Aus der

Transitivitdt von <, folgt L <, Lo, was zu zeigen war. O
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2.6 Korollar (Karp):Sei Ly eine NP-vollstéandige Sprache. Dann gilt: Lo € P < P = NP.

Beweis : ,,=“: Aussage (i) des Lemmas.
»<=": klar. ]

Beispiel : Wir zeigen folgende polynomielle Reduktion:
Hamiltonscher Pfad <, Handlungsreisender.

Gegeben sei ein Graph G mit n Knoten. Als Reduktionsfunktion betrachten wir folgende Kon-

struktion f : G — G’ eines neuen Graphens G’ mit Kantenlidngen:

e (G’ iibernimmt die n Knoten von G.
e Jede Kante von G wird Kante von G’ der Lénge 1.

e Jede , Nichtkante* von G wird Kante von G’ der Lénge 2.
Damit ist G’ ein vollstdndiger Graph, d.h. je zwei Knoten sind durch eine Kante verbunden.

7.B. G: n=>5 G- und geeignete Schranke
' k=n+1

Die Konstruktion f erfolgt in poynomieller Zeit. (Fiir das Finden der Nichtkanten: eine Inzi-

denzmatrix betrachten, also O(n?)) Wir zeigen jetzt die Reduktionseigenschaft von f, d.h.
G hat Hamiltonschen Pfad < G’ hat Rundreise der Linge < n + 1.

Beweis von ,=“: Man braucht n — 1 Kanten der Lénge 1 (d.h. ,aus G“), um n verschiedene
Knoten zu verbinden. Um diesen Hamiltonschen Pfad zu schlieflen, braucht man eine weitere

Kante der Linge < 2. Insgesamt hat die so konstruierte Rundreise die Linge < n + 1.

Beweis von ,<=“: In der Rundreise gibt es mindestens n Kanten (um n Knoten auf einem Kreis

zu verbinden) und héchstens n + 1 Kanten (wegen der Kantenldngen > 1).

Auf der Rundreise wird mindestens 1 Knoten zweimal erreicht (Start = Ende). Man muss also
auf jeden Fall eine Kante entfernen, um einen Pfad mit lauter verschiedenen Knoten zu erhalten.

Wir untersuchen, ob das reicht.
Fall 1: Nach dem Entfernen der einen Kante hat der verbleibende Kantenzug die Lange n — 1.

Die damit erreichbaren Knoten sind alle verschieden. Man hat also einen Hamiltonschen Pfad
gefunden.
(Beispiel zu Fall 1: s.0.)
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Fall 2: Sonst hat der verbleibende Kantenzug die Lénge n.

Dann gibt es in diesem Kantenzug n Kanten und es wird ein Knoten auf einem verbleibenden

Kreis zweimal angetroffen. Dann erhélt man einen Hamiltonschen Pfad nach dem Entfernen
einer weiteren Kante.

Beispiel zu Fall 2: n =3

. ! 1
(XD - £ Vv
1 1

Rundreise der Lange 4 Hamiltonscher Pfad
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83 Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Ausdriicke

3.1 Definition SAT:

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Ein Boolescher Ausdruck ist ein Term iiber {0,1} und Variablen mit den Operationen
not, and, or. Im einzelnen (vgl. ,Programmierung® und ,Rechnerstrukturen“): V =
{1, %2, ...} sei eine unendliche Menge von Variablen. B = {0, 1} sei die Menge der Wahr-

heitswerte (,false” und ,true“).

(1) Jedes z; € V ist ein Boolescher Ausdruck.

(2) Jedes a € B ist ein Boolescher Ausdruck.

(3) Wenn E ein Boolescher Ausdruck ist, dann auch —E (,not E“).

(4) Wenn E, E5 Boolesche Ausdriicke sind, dann auch (E; V E3) und (Eq A Es).

Wenn x € V, dann schreibt man statt -z meist T. < Prioritaten: >

Wenn x € V, dann nennt man x und T Literale. - vor A vor V

Konjunktive Normalform:

(1) Wenn y1, 92, ...,y Literale sind, dann heifit (y1 Vy2 V... Vyi) Klausel (der Ordnung
k, d.h. k Literale/Alternativen)

(2) Wenn cq,¢9,...,¢ Klauseln (der Ordnung < k) sind, dann heiit ¢; A ca A ... A
¢ Boolescher Ausdruck in konjunktiver Normalform (,CNF“) (der Ordnung < k).
Wenn mindestens eine Klausel k Literale enthilt, dann heifit dieser Ausdruck eine
CNF der Ordnung k. [Analog kann man ,disjunktive Normalform* definieren; siehe

,Rechnerstrukturen®.]

Eine Belegung [ ist eine Abbildung 8 : V' — {0,1}, die folgendermafien auf Boolesche
Ausdriicke fortgesetzt wird (siehe (i),(2)-(4)):

B(0) =0,5(1) =1,

B(-E) =1-B(E),

B(E1L A Ep) = Min(B(Er), B(E2)),

B(ELV E2) = Max(8(E1), B(E2)).

Ein Boolescher Ausdruck E heifit erfillbar (,satisfiable“), wenn es eine Belegung (3 gibt
mit B(EF) = 1.

Das Erfiillbarkeitsproblem wird beschrieben durch die Sprache
ERF = {E| E ist Boolescher Ausdruck, E ist erfiillbar }.

Das Alphabet ist in diesem Fall V. U{0,1,—,V, A, ), ( }. Dies ist nicht endlich. Man codiert
daher V durch:

x; — xj, wobei j die Dualdarstellung der Zahl ¢ ist

also x1 — z1,x9 — 210,23 — x11, 24 — 2100 usw. Die Elemente aus B kann man aus F

leicht durch Rechenregeln entfernen, und man kann E in CNF vorgeben. So erhélt man:
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SAT := { E | E ist Boolescher Ausdruck (ohne Elemente aus B) in CNF;
wenn F/ m verschiedene Variablen enthélt, so sind dies
die Variablen z1,..., 2, (in codierter Form);
E ist erfillbar }
CA{z,0,1,-,A,V, (,) }.

SAT(k) :={ F | E € SAT und E von der Ordnung k }.

3.2 Satz (Cook,1971): SAT ist NP-vollstindig.

Beweis :

e Zunichst erkennt man leicht, dass SAT in NP liegt:

Man rdt eine Belegung § : {z1,...,zm} — {0,1} zu einem Booleschen Ausdruck E in
CNF, der genau m Variablen enthélt. Dann setzt man fiir jede Variable x; den Wert 3(x;)
ein und rechnet §(FE) nach den iiblichen Rechenregeln (Def. 3.1(iii)) aus. Wenn |E| = n
galt, dann besitzt E weniger als n Variable, d.h. m < n; das Raten einer Belegung (3 erfolgt
in linearer Zeit (Tabelle anlegen, m Schritte), die Ersetzung in E dauert |E|- const Schritte
und ebenso die Auswertung, d.h. SAT € NTIME (c¢in + c2) fiir geeignete Konstanten c¢;
und cp. Speziell: SAT € NP. [Beschreiben Sie, wie man die Berechnung 3(E) in linearer

Zeit erreichen kann!?|

Der schwierigere Teil besteht darin zu zeigen, dass fiir jedes L € NP gilt: L < SAT.
Betrachte hierzu ein beliebiges L € NP. Dann gibt es eine nichtdeterministische Turing-
maschine 7 = (Q, X, T, 0, qo, L, F') mit: ) = Zustandsmenge; X = Eingabealphabet; I' =
Bandalphabet, das X umfasst; gy € @ Anfangszustand; b € I' \ X Blank-Zeichen; F C @
Menge der Endzusténde.(Vergleiche die Definition im ersten Kapitel. Erginzt um End-
zustidnde, da 7 fiir alle Eingaben anhalten muss. Nur die Worter w € X™* gehoren zu L,
die 7 in einen Endzustand iiberfithren.) 7 akzeptiert L in polynomieller Zeit, d.h. es gibt
ein Polynom p, so dass 7 fiir jedes w € X* und jede Berechnungsfolge nach hichstens p(n)
(mit n = |w|) Schritten anhé&lt, und w € L genau dann, wenn es eine Berechnungsfolge
von 7 gibt, die die Anfangskonfiguration gow in eine Endkonfiguration uiqus mit g € F
iiberfiihrt.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass 7 nur ein Band besitzt. Zu jedem w € X* konstruieren
wir nun einen Booleschen Ausdruck g(w) € ¥* (mit ¥ = {z,0,1,-,A,V,(,) }) in CNF,
so dass gilt: w € L <= g(w) € SAT. Wenn wir gezeigt haben, dass diese Abbildung
g: X* — ¥* eine polynomielle Reduktion ist, dann folgt, da L aus NP beliebig war, dass
SAT NP-vollstindig ist.

Konstruktion von g(w) aus w: (Wir folgen [Mehlhorn, ,Data Structures and Algorithms*“
2, Abschnitt VI.4]) Sei @ = {q1,...,9s},q1 = Anfangszustand, F' = {q,, ¢r+1,...,qs}. Sei
I' ={c1,..., ¢y} mit ¢; = U = Blank-Zeichen.

OBdA.seid:QxT — 2QXFX{_LL‘;{17OS} mit §(q,c) =0 fiir g € F.

/

»Links“ | Rechts“ | Nicht bewegen*
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Wir vervollstindigen d, indem wir jedes (g, ¢) = 0 in d(q,c) = {(¢,¢,0)} abwandeln. Auf
diese Weise tritt die leere Menge () nie als Bild von ¢ auf. Da das Ende der Berechnung
durch (g, ¢) = () bestimmt wurde, wird durch die Anderung eine niemals haltende Turing-
maschine 7" definiert, die jedoch die Arbeitsweise von 7 genau widerspiegelt: Wenn 7 im
Zustand ¢ anhielt, so erreicht 7/ nach p(|w|) Schritten eine Konfiguration wjqug mit eben
diesem Zustand ¢ und 7’ behilt diese Konfiguration unendlich lange bei; das Umgekehrte

gilt auch. Also:

weL <= 7 ist angesetzt auf w nach p(|w|) in einer Konfiguration u;qus
mit g € F

<= 7/ durchliuft eine Folge Ky, Ko, ..., K

s Kp(n) von Konfigurationen mit

(i) Kj = qw Anfangskonfiguration.
(ii) K41 Folgekonfiguration von K; fiir alle ¢ > 1.
(iii) n = |w| und K ) enthélt einen Endzustand ¢ € F.
§ fassen wir wie iiblich als Teilmenge von @ x I' x @ x I' x {—1,41,0 } auf. Es sei
d = {tupely, tupely, . . ., tupel,, } irgendwie fest durchnumeriert von 1 bis m.
Sei w € X* gegeben, |w| = n,w = ¢j¢j,...cj,. Die Formel g(w) wird mit folgenden

Variablen aufgebaut:

Bedeutung der Variablen:

Zn 1<t <pn) 2y =1 <= 7' ist im Zustand ¢, zum Zeitpunkt ¢
1<k<s
1 <t<pn) atij =1 <= c; ist der Inhalt des Feldes i zum Zeit-
W _p(n) <i < p(n) punkt ¢
1<j<n
oy 1<t <pn) st; =1 <= 7' befindet sich zum Zeitpunkt ¢ auf
—p(n) <i < p(n) Feld ¢
by, 1<t<pn) biy=1 <= das [-te Tupel von ¢ wird fiir die
T <l<m Uberfithrung vom Zeitpunkt ¢ zum

Zeitpunkt t 4+ 1 benutzt.

Da 7 héchstens p(n) Schritte macht, kann man stets |i| < p(n) und ¢ < p(n) annehmen. Der
Boolesche Ausdruck g(w) soll nun genau die obige Konfigurationenfolge K7, Ko, . .. s K
beschreiben (bzw. alle solche zuldssigen Konfigurationenfolgen). Hierzu miissen folgende

Bedingungen erfiillt werden:
(1) Anfangskonfigurierung: 7/ im Zustand g, P+ 1wP(") =" steht auf dem Band, Lese
— Schreibkopf auf Feld 1. Zum Zeitpunkt ¢ = 1.

(2) Endkonfigurierung (sofern w akzeptiert wird): 7/ im Zustand ¢; mit r < j < s zum
Zeitpunkt t = p(n).
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(3) Ubergangsbedingung: 7/ ist zu jedem Zeitpunkt 1 < ¢ < p(n) in genau einem Zustand,
jedes Feld von —p(n) bis +p(n) enthilt genau ein Symbol aus I', der Lese - Schreibkopf
befindet sich auf genau einem dieser Felder, und genau ein Tupel von § wird fiir die

Uberfithrung angewendet.

(4) Folgekonfigurierung: Die nichste Konfiguration ergibt sich aus der vorhergehenden
Konfiguration auf Grund der Uberfiihrung, die durch das unter (3) beschriebene Tupel

von ¢ bestimmt ist.

Es sei g(w) = A1 A Ag A Az A\ Ay mit:

L p(n)+1
zu(l): A = a1,—p(n),1 A a1, —p(n)+1,1 AN...Na1p stehen links
ANar1, Nar2, N... A\Nainj, (w =Cjy .- Cjn)
| jp(n)—n
Attt ALn2 1 A A B p),1 stehen rechts von w

Nz11 NS
Diese Formel beschreibt genau die Anfangskonfigurierung mit 2 - p(n) + 3 Variablen.

z2u(2): A2 = Zpyr V Zpn)r41 VoV Zpm),s (| F] Variable).

zu(3): Wir beschreiben zunéchst einen Hilfsausdruck: Fiir Variablen z1, ...,z sei
genavein(zy, . .., x) := mindestensein(xy, ..., Tk) A hichstensein(z, . .., xk)
mit
mindestensein(zy, . ..,xg) := (x1 Vaa V...V k)
und
hochstensein(x1, ..., xg) := ~mindestenszwei(x1, ..., T)
==V (ziAzj) de Morgansche Regel
1<i<j<k
) anwenden!
= N (@Vz) . .
1<i<j<k siehe ,,Rechnerstrukturen

Somit ist der Ausdruck genauein(z1, . .., zy) in CNF; er besitzt k+1 k- (k—1)-2 = k?

Variable. Er wird 1, wenn genau ein x; den Wert 1 hat.

Setze nun

Ag _ /\ (AgZustand(t) /\Agtelle(w /\A:];eld(t) /\A3U(t))

1<t<p(n)
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zu(4):

mit
AGwand() = qonatcin(z .-, 1)
Agtelle@) — genauein(st,—p(n)7 3t;p(n)+17 Ceey St,p(n))
Aggld(t) — /\ genauein(at,m, B at,m)
—p(n)<i<p(n)

Ag (t) = genauvein(by 1, ..., bem)

Wiederum ist diese Formel in CNF. A3 besitzt

p(n)- (s +(2-p(n) +1)2 + (2 p(n) + 1)% - 42 + m?) Variable.
Aj3 beschreibt exakt die Ubergangsbedingung (3).

As= N At

1<t<p(n)

Wir miissen nun genauer iiber die Tupel von ¢ Bescheid wissen. Fiir [ = 1,2,...

sei das [-te Tupel von & gegeben durch

tupell = ( qk;5  Cjps q’;‘l’ C}l’ dl )
€ € € ¢« €
Q I Q@ T {+1,-1,0}

Setze:

Ay(t) = A (860 ViV ariiig)

—p(n)<i<p(n) [1<j<»y

AN ( (56 Vbig V ze ) A (Sei Vb Vo ar )
1<Il<m

A(Bti V by v Zpi1 ) N (i V bey V Gy i15,)

NG V by V stitivd,) )

Erlduterung: (s¢; V @i V apy1,,5) ist 1
<= s, ist 1 (d.h. 7/ befindet sich zum Zeitpunkt ¢ auf Feld i)
oder s;; = 0 und auf Feld ¢ steht zum Zeitpunkt ¢ nicht c¢;
oder s;; =0 und as;; = 1 und a;41,; =1
<= aus s;; =0und az;; =1 folgt a1, =1
(d.h. nicht betrachtete Felder werden von 7/ nicht veréndert!)
Ahnlich sind die restlichen Klauseln zu lesen:
(Et,i vV B@l \Y Zt,kl) wird 1 <—

wenn 7 zum Zeitpunkt ¢ Feld i betrachtet und als Uberfithrung das I-te

Tupel gewihlt wurde, dann muss 7’ sich im Zustand g, befunden haben

(zum Zeitpunkt t).

Ay ist in CNF. A4 enthélt p(n)-(2-p(n)+1)-(3-v+15-m) Variable. Man zeigt nun

leicht: (g(w) ist in CNF!)



138 VI. Komplexitit

Behauptung 1: g ist polynomiell.

Klar; obige Konstruktion liefert eine Formel mit

(2-p(n)+3) + (s —r + D4p(n)-(s> 4+ (2p(n) + 1) - (42 4+ 1) + m?)
+p(n)-(2-p(n) +1) - (3y + 15m) = p'(n)

Variablen (fiir dieses Polynom p’). Die Erstellung von g(w) aus w ist offensichtlich
proportional zu p’(n), also auf einer deterministischen 1-Band Turingmaschine in einer

Zeit von hochstens const - (p/(n))? Schritten zu berechnen, d.h. polynomiell.

Behauptung 2: g ist eine Reduktion, d.h.
Vw € X*gilt: (w € L <= g(w) € SAT).

Diese Aussage folgt aus der Konstruktion, wobei nur ,,<*“ etwas aufwendiger zu be-

weisen ist (selbst beweisen!)

Also ist g eine polynomielle Reduktion. = SAT ist NP-vollstéindig.

(Ende Beweis zu Satz 3.2) O

3.3 Satz : SAT(3) ist NP-vollsténdig.

Beweis : Wegen SAT € NP gilt auch SAT(3) € NP. Man reduziere SAT auf SAT(3). Jede

Klausel (z1 Va2 V...V z,) ersetze man durch

(1 VID) A1 Ve VI2) A (2 Vs V) Ao A (Y1 V2 V) Ayr

mit neuen Variablen yi, ¥, ..., y,. Man erkennt leicht, dass (z; V...V z,) genau dann erfiillbar
ist, wenn es die lingere Formel (der Ordnung 3) ist. Die Uberfithrung ist von polynomieller

Groflenordnung = SAT lésst sich polynomiell auf SAT(3) reduzieren. O

Bzgl. weiterer NP-vollstandiger Probleme: siehe Literatur (Rucksackproblem, kiirzeste Rundrei-
se, Hamiltonsche Wege in Graphen, Cliquenproblem, Férbungsproblem von Graphen, ganzzah-
lige Programmierung, Stundenplanproblem, Zuteilungsproblem, Einbettungsproblem bei Gra-

phen usw.).
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