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12. Ubungsblatt zur Vorlesung
Theoretische Informatik
Mi1T LOSUNGSSKIZZE FUR TUTOREN

Dieses Blatt ist das letzte Ubungsblatt und ist fir die Zulassung relevant. Es findet
kein Tutorat statt, in dem die Liosung fiir dieses Blatt besprochen wird. Daher wird fir
dieses Blatt nach dem 12. Februar eine Musterlosung auf der Webseite verdffentlicht. Ihre
Korrektur kénnen Sie sich ab dem 19. Februar am Lehrstuhl fiir Programmaiersprachen
(Gebiude 079, Obergeschoss) abholen. Alternativ kénnen Sie mit Ihrem Tutor eine Abgabe
per Email vereinbaren.

Hinweis: Wo Sie in den folgenden Aufgaben die Berechenbarkeit von Funktionen zeigen
oder eine Laufzeitabschiatzung angeben miissen, geniigt jeweils eine intuitive Begriindung.
Sie miissen weder Turingmaschinen noch Pseudocode explizit angeben.

Aufgabe 1: Reduktion I 3 Punkte
Welche der folgenden Aussagen gelten? Beweisen Sie Ihre Behauptungen.

(a) SAT < H
(b) H < SAT
(c) Sar <, H
(d) H <, SAT
Dabei ist H das allgemeine Halteproblem fiir Turingmaschinen und SAT das Erfiillbar-
keitsproblem fiir boolesche Ausdriicke in konjunktiver Normalform.
.................................... Losungsskizze .......... ... .
a), ¢) Esgilt SAT <, H, also auch SAT < H.

Da SAT entscheidbar ist, existiert eine Turingmaschine M, die SAT entscheidet. Konstruiere
eine Turingmaschine M’, die zunichst M ausfiihrt und hilt, falls M die Eingabe akzeptiert,
andernfalls in eine Endlosschleife iibergeht.

Definiere f(w) := "M’ w. f ist offensichtlich in Zeit O(|w]), also mit polynomiellem Aufwand,
berechenbar.

Nun gilt:
w e SAT
<= M akzeptiert w
<= M’ hilt auf w
— f(w)="MweH



b), d) Es gilt nicht H < SAT, also auch nicht H <, SAT.

Da SAT entscheidbar ist, wiirde aus H < SAT folgen, dass H entscheidbar ist. Dem ist
bekanntermalen nicht so.

Aufgabe 2: Reduktion II 3 Punkte

Das NP-vollstédndige Hamiltonpfadproblem HPATH lautet wie folgt:

Gegeben: ein ungerichteter Graph G.

Frage: Gibt es einen Pfad in GG, der jeden Knoten genau einmal besucht?

Das Hamiltonpfadproblem fiir gerichtete Graphen DHPATH ist analog definiert, aber
zusétzlich darf jede Kante nur in Richtung von ihrem Ausgangs- zu ihrem Zielknoten
verwendet werden.

Zeigen Sie: HPATH <, DHPATH.

E' = {(u,v), (v,u) | {u,v} € E}.

G’ := (V, E’) ist damit ein gerichteter Graph.

f ist in polynomieller Zeit berechenbar, da nur die Kanten von G durchlaufen werden miissen
(O(]El)), wobei fiir jede Kante zwei in E’ eingefiigt werden.

Zu zeigen bleibt: Es existiert ein Hamiltonpfad in G gdw. ein gerichteter Hamiltonpfad in G’ existiert.

o =

Seien

p = (v1,{v1,va},v2, ..., {vn—1,0n},Un)

P = (v, (v1,v2),v9, .., (Vn—1,n), Un)

Angenommen, p ist ein Hamiltonpfad in G. p’ ist ein Pfad in G’, da nach Konstruktion jede
Kante (v;,v;) in E' ist, sofern auch {v;,v;} in E ist. p und p’ besuchen die gleichen Knoten,
und da G und G’ die gleiche Knotenmenge V' haben, ist p’ ein Hamiltonpfad in G'.

L n<: :
Seien

P = (v, (v1,v2), v,y (Vn_1,n), Un)

p = (1)17 {’Ul, ’1}2}, V2, {'Un—h 'Un}7 Un)
Angenommen, p’ ist ein Hamiltonpfad in G'. p ist ein Pfad in G, denn eine Kante (v;, v;) kann

nach Konstruktion nur dann in E’ sein, wenn auch {v;,v;} in E ist. p besucht auch jeden
Knoten; Begriindung wie oben.



Aufgabe 3: NP-Vollstandigkeit I 6 Punkte

Das NP-vollsténdige Problem 3SAT, eine Variante des SAT-Problems, ist wie folgt defi-
niert:

Gegeben: eine aussagenlogische Formel F' in konjunktiver Normalform, bei der jede
Klausel hochstens drei Literale enthalt.

Frage: 1st F erfiillbar?

Das Problem MSAT ist wie folgt definiert:

Gegeben: eine aussagenlogische Formel F' in konjunktiver Normalform.

Frage: Existiert eine Belegung der Variablen von F', sodass in jeder Klausel strikt
mehr als die Hélfte der Literale wahr wird?

Zeigen Sie: MSAT ist NP-vollstandig.
.................................... Losungsskizze ........... ... i

MSAT ist in NP
Rate eine Belegung und priife fiir jede Klausel, ob die Mehrzahl der Literale bei dieser Belegung wahr
wird. Bei geeigneter Reprasentation der Belegung, zum Beispiel als Array, bendtigt dies Zeit O(n).

MSAT ist NP-hart

Wir zeigen: 3SAT =<, MSAT.
Sei F':= C1 A --- A C, eine Formel in konjunktiver Normalform, bei der jede Klausel C; hochstens
drei Literale enthalt. Definiere f durch

f(CiN---NC,) = g(Cr,1)A---Ng(Cp,n)
g((l),7) = L Va
g((h \/lg),i) = 1 Vi Voa; 1
g((ll Vs \/lg),i) = [ VIa Vi \/CLZ'71 \/CL@Q

Dabei sind die a; ; Variablen, die von allen Variablen in ' und einander verschieden sind.

f(F) ist offensichtlich eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform, also eine Instanz
von MSAT. f ist polynomiell berechenbar, indem auf jede Klausel g angewandt wird (O(n)), wobei
g in konstanter Zeit (O(1)) berechenbar ist.

Zu zeigen bleibt: F' € 3SAT <= f(F') € MSAT.

.n:>:

Sei ¢ eine erfiillende Belegung von F' und sei V' die Menge der Variablen von F'. Wahle die

Belegung
p(v) |JveV
True | sonst
Unter ¢ sind alle neuen Variablen a; ; wahr. AuRerdem ist in jeder Klausel von F' mindestens

ein Literal wahr unter ¢, denn sonst ware ¢ keine erfiillende Belegung von F'. Damit ist nach
Konstruktion in jedem Literal von f(F') die Mehrzahl der Literale wahr.



o &0
Sei F' ¢ 3SAT, d.h. F unerfiillbar, d.h. fiir jede Belegung ¢ existiert eine Klausel C' von F,
deren Literale unter F' alle falsch sind. Nach Konstruktion kann dann aber auch nicht die
Mehrzahl der Literale in g(C) wahr werden. Somit erfiillt f(F') nicht die Bedingungen von
MSAT.

Aufgabe 4: NP-Vollstiandigkeit 11 4 Bonuspunkte

Das Problem HSET (Hitting-Set) ist wie folgt definiert:

Gegeben: eine Menge M und eine endl. Menge von Teilmengen S (d.h. § =
{S1,...,Su}; Vie{l,...,n}. S; C M) sowie eine natiirliche Zahl k < n.

Frage: Gibt es eine Teilmenge T'C M mit |T| < kund Vi € {1,....,n}. TNS; # 0?

Das NP-vollstandige Problem VC (Knotentiberdeckung; auch Vertex Cover) ist wie folgt

definiert:

Gegeben: ein ungerichteter Graph G := (V, E) und eine natiirliche Zahl k& < |E)|.

Frage: Besitzt G eine iberdeckende Knotenmenge der Grofse hochstens £7 Eine tiber-
deckende Knotenmenge ist eine Teilmenge V' C V| sodass fiir alle Kanten (u,v) € E
gilt: u € V' oder v € V.

(a) Begriinden Sie, dass HSET in NP liegt.

(b) Beweisen Sie, dass HSET NP-schwer ist.
.................................... Losungsskizze ...

(a) Rate eine Teilmenge T' C M mit |T'| = k sowie je ein Element s; € S; fiir jedes S; € S.
Diese potentielle Lésung kann iiberpriift werden, indem fiir alle j € {1,--- ,n} getestet wird,
ob s; € T ist. Das ist mit Zeitaufwand O(k - n) = O(n) (mit k konstant) mdglich.

(b) Instanzen von HSET sind Tupel (M, S, k); Instanzen von VC sind Tupel (V, E, k). Wir zeigen
VC =<, HSET (somit HSET NP-schwer) mittels f wie folgt:

fWVE k) := (M :=V,8 :={{v,u} | (v,u) € E},k:=k)

f(V,E k) ist eine Instanz von HSET, denn M = V ist eine endliche Menge; S eine endliche
Menge von Teilmengen von V; k < |E].

f ist offensichtlich in Zeit O(1) berechenbar. (Wir sehen hier von Fragen der Kodierung von
Graphen, Tupeln, Mengen etc. ab. Je nach Art der verwendeten Kodierung, z.B. bei bestimm-
ten Binadrkodierungen, kann der Aufwand zur Berechnung von f nichtkonstant sein, aber es
existieren jedenfalls Kodierungen, die die Umwandlung in polynomieller Zeit ermdglichen.)

Nunist (V,E, k) € VC <= f(V,E,k) € HSET, denn:



e Sei (V,E,k) € VC. Dann existiert ein V' C V mit |V’| < k sodass fiir jedes (u,v) € E
ue€ V' oderve V. WiahleT := V' Esist T C M = V und fiir jede Teilmenge
{u,v} € Sist TN {u,v} # 0, denn sonst gilte fiir die entsprechende Kante (u,v):
w¢ V' und v ¢ V'. Damit auch f(V, E k) € HSET.

e Sei (M,S,k) := f(V,E, k) € HSET. Dann existiert ein T C M mit |T| < k sodass
T N A{u,v} # 0 fir alle {u,v} € S. Wahle V' := T. Dann ist |[V'| < k und fiir jedes
(u,v) € E ist u € V' oder v € V', denn sonst ware V' N {u,v} = 0. Damit auch
(V,E,k) € VC.




